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基于二维决策图分析单调关联系统的“标签冶性质
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摇 摇 摘要:“标签冶理论最初作为一个有用的工具来分析部件寿命是独立同分布的单调关联系统。 萨马涅戈和纳瓦

罗等人通过得到划分事件的概率和对事件概率求置换的方法,定义系统部件寿命是独立同分布时的“概率标签冶和
“结构标签冶。 而对于部件不是独立同分布时,提出二维决策图法来分析“标签冶性质。 结合二维决策图的可视化

以及部件的状态概率进一步地得到部件不是独立同分布情形下的“标签冶定义。
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摇 摇 有关“标签冶一词的定义,最初是出现在 Saman鄄
iego 1985 年发表的一篇关于可靠性的文章中。 “标
签冶这个理论最开始是作为一种很有用的工具来研究

系统的可靠性,这个研究的系统通常是部件独立同分

布的系统。 而最近几年对于“标签冶的研究已经延伸

到了部件是可交换寿命的系统。 对于部件是不可交换

的系统,以及部件是独立不同分布的系统,又或者是部

件有相同边缘分布的系统也开始慢慢进行了研究。

1摇 基本概念

为介绍与“标签冶相关的性质,考虑带有 n 个两状

态部件 C1,C2,…,Cn 的两状态系统 S ,即部件和系统

均只有工作和失效两个状态。
假设 n 个部件 C1,C2,…,Cn 被安装时都是新的,

系统从 0 时刻开始工作。 那么记系统的寿命是 TS ,则
定义系统的可靠度函数为

RS( t): = P{TS > t}
记 T1,T2,…,Tn 表示部件 C1,C2,…,Cn 的寿命,

记 F
-
( t1,t2,…,tn) 表示 T 以 (T1,T2,…,Tn) 的联合生

存函数,记 軈Gk( t) 表示 Tk,k = 1,2,…,n 的边缘生存函

数,则
軈F( t1,t2,…,tn): = P{T1 > t1,…,Tn > tn} ;

軈Gk( t): = P{Tk > t} = F
-
(0,. . . ,0,t,0,. . . ,0) ,

其中 t表示向量 (0,…,0,t,0,…,0) 中第 k 个坐标[1]。
记 T1:n,T2:n,…,Tn:n 为部件寿命 T1,T2,…,Tn 的

次序统计量,记 Rk:n( t) 为第 k 个次序统计量 Tk:n 的边

缘可靠度函数。

2摇 “标签冶的定义

学者们对“标签冶分别进行了两种定义,一个是

“概率标签冶,另一个是“结构标签冶。 在 Samaniego[1]

提出了“概率标签冶的术语,Navarro 等[2] 则提出“结构

标签冶这个术语。

2. 1摇 “概率标签冶的定义

首先做一个事件概率的基本假设,即
P{TS = Tk:n,有且只对于一个 k} = 1 (1)
表达的意思是,当某一个部件失效的时候,引起了

系统的失效。
对于这个基本假设,考虑向量 {1,2,…,n} 中的

随机变量值 J ,将系统 S 联系起来,定义如下事件是相

同的,即:
J = k圳TS = Tk:n

进一步地,再考虑一组事件的划分 {E1,E2,…,
En} ,其中 Ek 定义为

Ek: = {TS = Tk:n} 以 {J = k},k = 1,. 2,…,n.
(2)

基于定义的基本假设式(1)和式(2),可得到关于

可靠度函数 RS( t) 的一个计算公式。 利用全概率的思

想,即:

RS( t)= 移
n

k=1
P(TS =Tk:n)·P(Tk:n>t |TS =Tk:n),t>0

或者是

RS( t) = 移
n

k = 1
P(Ek)·Rk:n( t | Ek),t > 0 (3)



当系统的部件寿命 T1,T2,…,Tn 是独立同分布,
并且具有连续的分布 G 时,Samaniego[1] 最初定义的系

统 (S,軈F) 的“标签冶就为

s 以 ( s1,s2,…,sn)
其中 sk = P(Ek),k = 1,2,…,n 。 通常称 s 为“概

率标签冶。
更进一步的,当部件寿命 T1,T1,…,Tn 是可交换

的,或更特殊的独立同分布时,对任意的 k ,具有性质:
Rk:n( t | Ek) = Rk:n( t),t > 0

那么关于可靠度函数的式(3)就可表示为

RS( t) = 移
n

k = 1
sk·Rk:n( t),t > 0

2. 2摇 “结构标签冶的定义

与“概率标签冶不同的是,“结构标签冶主要是从置

换的角度来考虑的。
记 Pn 表示 {1,2,…,n} 的置换的集合, 仔 沂 Pn ,

则 Pn 含有 n! 个元素,可简记 仔 以 (仔(1),仔(2),…,

仔(n)) 来表示置换 仔 以 1 … n
仔(1) … 仔(n
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ø
÷

)
。

现在考虑 Pn 的子集:
Ak: = {仔 沂 Pn | {T1:n = T仔(1),…,Tn:n = T仔(n)}圯Ek}

则 A1,…,An 形成了 Pn 的一种划分。 则定义:

籽k:=
Ak

n!
其中 Ak 表示 Ak 的基数。

那么向量 籽 以 (籽1,籽2,…,籽n) 是系统 S 的一个组

合特征,不会受寿命 T1,T2,…,Tn 联合分布的影响。
确切地说,在单调关联系统中, 籽 以 (籽1,籽1,…,籽n) 只

依赖于系统 S 的结构方程。
Navarro 等[2]提出“结构标签冶这个术语,即指定 籽

以 (籽1,籽2,…,籽n) 为系统 S 的“结构标签冶。

3摇 “标签冶的性质

根据两个“标签冶的定义,即“结构标签冶和“概率

标签冶,可得到一个结论是:在关联系统中,当部件寿

命 T1,. . . ,Tn 是可交换的,并且满足式(1),则“概率标

签冶等同于“结构标签冶 [3],即:
sk = 籽k,摇 k = 1,2,…,n

那么式(3)也可表示为:

RS( t) = 移
n

k = 1
籽k·Rk:n( t),t > 0

4摇 基于二维决策图分析系统的“标签冶
性质

摇 摇 二维决策图(binary decision diagram,BDD),是一

类有向非循环图,由圆圈、方框和单向箭线 3 部分构

成。 其中圆圈表示非终节点,即系统的部件;方框表示

终节点,即系统的状态;单向箭线表示非终节点的外向

分支,即部件的状态[4]。
必须已知系统的结构,才能得到该系统的决策图。

因此文中将以一个具体实例来更加形象地解释。

5摇 实例分析

若一单调关联系统 S = min(max(T1,T2),T3) 的

结构如图 1 所示。

图 1摇 系统 S 的结构图

其中 T1 表示部件 x1 的寿命, T2 表示部件 x2 的寿

命, T3 表示部件 x3 的寿命。 假设 3 个部件的寿命是相

互独立的,而部件 x1 的寿命和部件 x2 的寿命是服从参

数为 2 的指数分布,部件 x3 的寿命服从参数为 1 的指

数分布。 这是一个部件是独立不同分布的系统。 设它

们的生存函数分别用 軈G( t) 和 軍H( t) 表示,则表达式分

别为
軈G( t) = exp{ - 2t};摇 軍H( t) = exp{ - t}

5. 1摇 “概率标签冶的求得

用 P(E) 来表示上文介绍的事件 E 发生的概率,
那么在计算该系统的“概率标签冶时, s1 即是事件 E1 =
{T(1) = T3} 发生的概率,即:

s1 = P(T(1) = T3)
事件 E1 即是部件 x3 的寿命 T3 少于部件 x1 的寿命

T1 和部件 x2 的寿命 T2,那么根据这个关系即可得到:
P(T(1) = T3) = P(T3 < min(T1,T2))

根据部件 x1 和部件 x2 的寿命服从参数为 2 的指

数分布,部件 x3 的寿命服从参数为 1 的指数分布,可
分别得到它们的密度函数为

f1,2( t) = 2exp{ - 2t};摇 f3( t) = exp{ - t}
那么

s1 =P(T(1)= T3)= P(T3<min(T1,T2))= P(T3<T1,T3<T2)
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而 s2 是事件 E2 发生的概率,该事件 E2 包含了 4
个小事件,即:
E2 = {T(1) = T1,T(2) = T2} 胰 {T(1) = T1,T(2) = T3}

胰 {T(1) = T2,T(2) = T1} 胰 {T(1) = T2,T(2) = T3}

那么计算公式为

s2 =P(E2)= P(T(1) = T1,T(2) = T2) +P(T(1) = T1,T(2) =
T3)+P(T(1) = T2,T(2) = T1) +P(T(1) = T2,T(2) = T3)

= 1-s1 =
4
5

所以这个系统的“概率标签冶为

s = ( 1
5 , 4

5 ,0)

5. 2摇 “结构标签冶的求得

依据对于“结构标签冶的定义,由该系统是 3 个部

件构成的,因此 n = 3, P3 表示 {1,2,3} 的置换的集

合,则 P3 含有 3!个元素, 仔 沂 P3,则
仔1 = (1 2 3)
仔2 = (1 3 2)
仔3 = (2 1 3)
仔4 = (2 3 1)
仔5 = (3 1 2)
仔6 = (3 2 1)

现在考虑 P3 的子集:
Ak: = {仔 沂 P3 | {T1:3 = T仔(1),T2:3 = T仔(2),T3:3 =

T仔(3)}圯Ek}
那么导致事件 E1 发生的子集有 2 个,即

A1 = {仔5,仔6} ,所以

籽1 =
A1

3! = 2
6 = 1

3
同理,导致事件 E2 发生的子集有 4 个,即 A2 =

{仔1,仔2,仔3,仔4} ,所以

籽2 =
A2

3! = 4
6 = 2

3

而没有子集可以导致事件 E3 发生,因此 籽3 = 0,所
以这个系统的“结构标签冶为

籽 = ( 1
3 , 2

3 ,0)

从计算出的“概率标签冶和“结构标签冶的结果来

看,二者并不是相等的。

5. 3摇 利用二维决策图法求解“标签冶性质

通过新的方法,即二维决策图法来研究系统的

“标签冶性质。 将此法得到的标签性质定义为“决策图

结构标签冶和“决策图概率标签冶,分别用 j籽 和 js 表示。
首先依据这个系统的结构,可得到该系统的二维

决策图(binary decision diagram,BDD),如图 2 所示。

图 2摇 系统 S 的二维决策图

图 2 中的圆圈 x1、 x2、 x3 表示系统的 3 个部件;由
圆圈出发的单向箭头标有 0 和 1,表示部件的状态有

两个,即工作和失效两种状态;方框是终节点,表示系

统的状态,也是工作 1 和失效 0 两种状态。
以最左边的第一条路径为例,表示部件 x1 处于失

效状态,部件 x2 处于失效状态,不管部件 x3 处于何种

状态,系统处于失效状态。
那么从这个二维决策图中,可以明显观测到系统

处于失效状态有 4 条路径,其中只有一个部件失效导

致系统失效的路径有 1 条,恰好有两个部件失效导致

系统失效的路径有 3 条,不存在当第三个部件失效才

导致系统失效的情况。 因此,根据文中的式(1),通过

二维决策图也可得到系统的另一个“决策图结构标

签冶为

jp = ( 1
4 , 3

4 ,0)

当部件不是独立同分布,或者部件寿命不可交换

时,就不能单纯地只考虑系统的结构来得到系统的标

签。 若利用二维决策图法来解决这个问题,除只依据

结构得到“决策图结构标签冶外,还可以通过知道部件

处于不同状态下的概率,就能够得到不同于“结构标

签冶和“概率标签冶的另外一个“标签冶特性。
假设部件处于不同状态下的概率如表 1 所示。
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表 1摇 部件处于不同状态下的概率表

状态部件 xi 0(失效) 1(工作)

1 0. 2 0. 8

2 0. 3 0. 7

3 0. 1 0. 3

记 pij,( i = 1,2,3;j = 0,1) 表示部件 xi 处于状态 j
的概率。 那么根据二维决策图可知,系统处于失效状

态有 4 条路径,记 Lm,(m = 1,2,3,4) 表示第 m条路径

导致系统失效的概率。
第一条路径为当部件 x1 和部件 x2 失效,部件 x3 不

管失效与否,系统都处于失效状态,这个状态下的概率

L1 = p10p20(p30 + p31) = 0. 2 伊 0. 3 = 0. 06
第二条路径为当部件 x1 和部件 x3 失效,部件 x2 处

于工作状态,系统处于失效状态,这个状态下的概率

L2 = p10p21p30 = 0. 2 伊 0. 7 伊 0. 1 = 0. 014
第三条路径为当部件 x2 和部件 x3 失效,部件 x1 处

于工作状态时,系统处于失效状态,这个状态下的概率

L3 = p11p20p30 = 0. 8 伊 0. 3 伊 0. 1 = 0. 024
第四条路径为当部件 x3 失效,部件 x1 和部件 x2 处

于工作状态,系统处于失效状态,这个状态下的概率

L4 = p11p21p30 = 0. 8 伊 0. 7 伊 0. 1 = 0. 056
那么这些总的失效概率之和为

L = L1 + L2 + L3 + L4 = 0. 154
下面给出“决策图概率标签冶的定义,即

jsi =
i 个部件失效导致系统失效的路径下的失效概率和

失效概率和

js1 =
L1

L =0. 39 , js2 =
L2+L3+L4

L =0. 61 , js3 =
0
L =0,

所以“决策图概率标签冶为
js = (0. 39,0. 61,0)

这个方法是一种只考虑了部件失效数量的方法,
而没有考虑部件失效的顺序。 用这个方法得到“标
签冶向量的局限性在于不能直接用于系统可靠度函数

的计算。

6摇 结束语

“标签冶这个术语在国内文献中还比较少见,在可

靠性的应用中还有很多方面未得到深入研究。 已有学

者根据“结构标签冶的定义对系统进行对称性质的研

究,但对称性对系统性能的具体影响是如何体现的,还
并未有具体的文献说明。 因此,如何深入讨论“标签冶
性质对系统可靠性的影响是接下来想要研究的内容。
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Based on Binary Decision Diagram to Analysis
Signatures Properties of Coherent System

WU Lan鄄yao,摇 GAN Cheng鄄wang,摇 LIU Yang
(Southwest Jiaotong University, School of Mathematics, Chengdu 611756,China)

Abstract:The theory of signatures originally emerged as a useful tool in the analysis of coherent systems with components
having independent, identically distributed lifetimes. Samaniego and Navarro et al defined probability鄄signature and
structure鄄signature by means of getting the probability of the partition events and seeking the permutations of the proba鄄
bility of the events which the system components having independent, identically distributed lifetimes. For components
are not independent and identically distributed, this chapter proposed the binary decision diagram method to analysis the
signature. Combining visualization of binary decision diagram with state probability of components, this chapter got the
definition of signature which the system components not having independent, identically distributed lifetimes.
Keywords:statistics; reliability theory; probability鄄signature; structure鄄signature; binary decision diagram
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