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摇 摇 摘要:地下水非稳定流的灵敏度分析,首先建立一个二维饱和状态下非均匀多孔介质非稳定地下水流模型,利
用伴随法计算状态变量水头关于模型参数(渗透系数和贮水系数)的灵敏度,并分析参数域在自相关或者不相关情

况下获得灵敏度分析的方法论. 用伴随法首先是要求解伴随方程,然后从稳态流动方程中解水头初始值,再利用初

始边界求解非稳定流中的水头值和状态变量及初始状态变量的值,最后,水头关于系统参数灵敏度分析就可以表

示出来. 这些解析式可以更有效的计算灵敏度,也会对基于非稳定流模型的分析比较有用,这种分析方法不仅仅局

限于地下水的应用方面,还可以扩展到其他类似的控制方程和类似概念条件的数学问题中.
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0摇 引言

地下水动力学是水文地质学的重要组成部分[1],
它的任务是对地下水量和质进行计算,为地下水的评

价和管理提供科学依据。 通过非稳定抽水试验[2] 可

以求含水层的导水系数(T)、压力传导系数(a)、渗透

系数(K),及给水度(滋)或释水系数(S),井流问题是

地下水动力学研究中最经典和最具实用性的问题之

一。 伴随法是基于已经成功应用于很多领域的变分

法[3],比如电气工程、气象学、海洋地理学、核反应堆

的评估、水文地质学、石油工程和地震学。 参数灵敏度

的一种有效计算方法是求解伴随方程,伴随方程是从

原始控制方程中推导出来并且结构和原始方程相似。
事实上,通过伴随方程的解可以得到伴随状态变量,表
示反向时间的水头响应函数的一个单位脉冲源在观测

位置和观测时间受均匀初始边界条件的限制,因此,需
要的计算量依赖于观测值的数量表,而不是参数的数

目。 对于任何具有 M 个观测值的问题,只需要求解一

次原始控制方程和求解 M 次对偶方程。 对于非稳定

测量问题[4],对偶方程只需要在每一个观测地点从观

测时间的最大值到零来求解,因此,求解伴随方程的次

数就是观测地点的数量。 这是因为在任意其他观测时

间对于每一个观测地点获得伴随状态变量可以通过对

沿着时间轴的观测时间的最大值转换求解,而不用再

一次去求解伴随方程。 利用伴随状态变量可以估计在

任意地点 X 处状态变量关于参数的灵敏度. 灵敏度通

常表现为在时间域和空间上积分,当被积函数和水头

函数及伴随状态变量的偏导数有关,这时积分就可以

进行数值计算[5]。 主要目的是研究一种新颖的分析

方法,即在外界环境和抽水条件下的随机不均匀含水

层非稳定态地下水的情况下,根据在自相关或者不相

关有限空间上利用伴随法计算水头函数关于分布式渗

透系数和储水系数的灵敏度。 这种方法论是基于伴随

法适用于一个有界含水层中一系列井抽水(他们当中

的每一个井也许有一个或者更多个恒定速率的抽水周

期)的非稳定流。 这个课题研究和以前所有基于伴随

的水头灵敏度研究最主要的区别是考虑了参数域空间

的相关性,然而在之前研究的参数域都是被假设为不

相关的,并且在整个问题区域上积分化简得到需要的

灵敏度。 用伴随法求参数灵敏度的特点就是可以获得

数值,提出这些灵敏度的表达式是对于在一个恒定水

头和不渗透边界特殊矩形域的情况下。 但是,它可以

被扩展到三维空间的问题中去。

1摇 非稳定地下流模型

考虑二维饱和状态下非均匀多孔介质非稳定的地

下水流问题,可描述为:

Ñ·[T(X)Ñh(X,t)] +移
nw

i=1
Qi啄(X-Xp

i ) l( tsi,tei ) = S(X)

鄣h(X,t)
鄣t ,X沂赘,t>0, (1)



满足一下边界条件和初始条件

h(X,t) = H(X),摇 X 沂 丐D,摇 t > 0, (2)

- 卮 ( )X Ñh X,( )t ·
寅
n = q ( )X ,X 沂 TN,t > 0, (3)

h X,( )t = h0 ( )X ,X 沂 赘,t = 0, (4)
其中 h[m] 是水头, H[m] 规定为在狄利克雷边界条

件 丐D 下的定水头,q[m / s]规定为在边界条件 丐N 上的

水通量,h0[m]是在区域 赘 上初始水头值,T[m2 / s]是
渗透系数,S 是贮水系数,nw是抽水或注入井的数量,
Qi[m3 / s] 是在位置 Xp

i = (xp
i1,xp

i2) 第 ith 井的抽水率,
l( tsi,tei ) 是指示函数(当 t 沂 ( tsi,tei ), 函数值为 1,其他

情况函数值为 0), tsi,tei 分别指的是在第 ith 个井开始抽

水时间和结束时间, 啄 是狄利克雷函数, X = (x1,x2) T

是水平笛卡尔坐标,t 代表时间,
寅
n是有界区域 丐 = 丐D胰

丐N内的单位向量。
在灵敏度分析中,引入一个响应函数写为[6-7]:

J ( )G = 乙Te
0
乙
赘
G h,( )p d赘dt, (5)

其中 赘 表示空间区域, Te 是仿真时间的结束点,
G 是关于水头 h 的一般函数, h 是一个系统参数(指渗

透系数 Y = ln ( )T 或者贮水系数 Z = ln(S)) 。
对关于任意参数 p 的函数 J 的边际灵敏度可以通

过式(5)关于参数 p 求偏导得到:
鄣J
鄣p = 乙Te

0
乙
赘

鄣G h,( )p
鄣p + 鄣G h,( )p

鄣h
鄣h
鄣

æ
è
ç

ö
ø
÷

p
d赘dt, (6)

由式(6)可以看出,第一项表示 J ( )G 和参数 p 有

清楚明确的依赖性,即直接关系,然而第二项是“间接

关系冶,因为 J ( )G 和参数 p 是通过水头 h 联系起来

的。 为计算水头函数 h 关于渗透系数或者贮水系数的

灵敏度,选择函数如下:
G=h(X,t)啄(X-Xk)啄( t-t1)+Ñ·[T(X)Ñh(X,t)]啄(X

-Xk)啄( t-t1) (7)
即观测水头地点在 Xk = ( x1k,x2k) T,时间为 t1,对这个

特定的特殊函数 G 而言,鄣G鄣p = 0 且
鄣G
鄣h = [1+ÑT(X)] 啄

(X-Xk)啄( t-t1),把这两项带入式(6)就化简为

鄣J
鄣p = 乙Te

0
乙
赘
渍 1 + ÑT ( )[ ]X 啄 X - X( )

k 啄 t - t( )
1 d赘dt

(8)
其中 渍 = 鄣h / 鄣t 是系统灵敏度,因为狄利克雷函数

的性质,寻找的边际灵敏度实际就是 鄣h Xk,t( )
1 / 鄣p。

2摇 用伴随法求解灵敏度式

对式(1)关于参数 p (渗透系数 Y 或者贮水系数 Z

)求偏导得

摇 鄣S
鄣p

鄣h
鄣t + S 鄣渍

鄣t - Ñ· 鄣T
鄣p Ñ[ ]h - Ñ· T Ñ[ ]渍 = 0 (9)

给式(9)式乘以一个任意的可微函数 渍* 并且对空间

和时间进行积分得到[6-8]:

摇 乙Te
0
乙
赘

鄣S
鄣p

鄣h
鄣t +S

鄣渍
鄣t -Ñ· 鄣T

鄣pÑé

ë
êê

ù

û
úúh -Ñ· T Ñ[ ]é

ë
êê

ù

û
úú渍

摇 渍*d赘dt=0 (10)
对第二项用分部积分法,对第三项用一次格林公

式和对第四项用两次格林公式得到:

乙Te
0
乙
赘

-S 鄣渍*

鄣t -Ñ·(T Ñ渍*é

ë
êê

ù

û
úú) 渍d赘dt+ 乙Te

0
乙
赘

鄣T
鄣pÑh·Ñ

渍*d赘dt+ 乙Te
0
乙
赘

鄣S
鄣h

鄣h
鄣t 渍

* d赘dt+ 乙Te
0
乙
TN

渍T Ñ渍* ·
寅
nd祝dt

- 乙Te
0
乙
祝D

渍* T Ñ渍+鄣T鄣pÑé

ë
êê

ù

û
úúh ·

寅
nd祝dt+ 乙

赘
S渍 渍*

t = Te
d赘-

乙
赘
S渍 渍*

t=0d赘=0 (11)

推导式(11)的过程中用了在 祝N 上对边界条件式(3)
求偏导可以得到关系

鄣T / 鄣( )p Ñh·
寅
n = - 鄣q / 鄣p - T Ñ渍·

寅
n = - T Ñ渍·

寅
n

假如把式(11)左边的全部项数加到式(8)的右边,则
边际灵敏度变为:
鄣G
鄣p = 乙Te

0
乙
赘
{ 1 + ÑT ( )[ ]X 啄 X - X( )

k 啄 t - t( )
1 - S 鄣 渍*

鄣t

- Ñ·(T Ñ渍*)}渍d赘dt + 乙Te
0
乙
赘

鄣T
鄣p Ñh·Ñ渍*d赘dt + 乙Te

0
乙
赘

鄣S
鄣p

鄣h
鄣t 渍

*d赘dt + 乙
Te

0
乙
祝N
渍壮Ñ渍*·

寅
nd祝dt - 乙Te

0
乙
祝D
渍* 壮 Ñ渍[ +

鄣T
鄣渍 Ñ ]h ·

寅
nd祝dt + 乙

赘

S渍 渍*
t = Te

- 乙
赘
S渍 渍*

t = 0d赘 (12)

因为系统灵敏度 渍 是未知的,要估计式(12),就
需要设定 渍 前面的系数等于 0,即式(12)中的第一项,
为了简化式(12),选择任意函数 渍* 满足方程式

Ñ·[T(X)Ñ渍*(X,t)]-[1+ÑT(X)]啄(X-Xk)啄( t-t1)

= S(X)鄣渍
*(X,t)
鄣t ,X沂赘,t>0 (13)

边界和终端条件如下:
渍*(X,t) = 0, X 沂 祝D, t > 0, (14)

摇 - T Ñ渍*(X,t)·
寅
n = 0, X 沂 祝N, t > 0, (15)

渍* X,( )t = 0, X 沂 赘, t = Te (16)
这样边际灵敏度式(12)就可以化简为:
鄣J
鄣p = 乙Te

0
乙
赘

鄣T
鄣p Ñh·Ñ渍*d赘dt + 乙Te

0
乙
赘

鄣S
鄣p

鄣h
鄣t 渍

*

d赘dt -

乙
赘
S渍 渍*

t = 0d赘 (17)
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方程式(13)和条件(14) ~ (16)就叫做伴随方程。

2. 1摇 初始水头在稳定流中的边际灵敏度

假设初始水头满足下面的稳定流方程

Ñ· T ( )X Ñh0 ( )[ ]X = 0 (18)
这个方程和非稳定流满足相同的边界条件:

h0 ( )X = H ( )X ,X 沂 祝D

- T ( )X Ñh0 ( )X ·
寅
n = q ( )X ,X 沂 祝N

做和非稳定流相同的操作步骤,即对式(18)关于

参数 酌 求偏导,然后求偏导后的式子整体乘以任意函

数 渍*
0 并在区域 赘 上对这个式子积分,最后用格林第

一公式得:

乙
赘
渍0 Ñ· T Ñ渍*( )

0 d赘 - 乙
赘

鄣T
鄣酌Ñh0·Ñ渍*

0 d赘 - 乙
TN
渍0TÑ渍*

0

·
寅
nd祝 - 乙

祝D

鄣q
鄣状 渍*

0 d祝 = 0, (19)

其中, 渍0 =
鄣 h0

鄣酌 。 要注意的是,在对上面方程最后两项

求导的过程中,实际上已经用了 渍0 以 0,X 沂 祝D 和

鄣q / 鄣酌 以0,X 沂 祝N。 通过把式(19)加到式(17)上并

且选择一个函数 渍*
0 满足

Ñ· T ( )X Ñ渍*
0 ( )[ ]X + S 渍* X,( )0 = 0 (20)

满足下面的边界条件

渍*
0 ( )X = 0,摇 X 沂 祝D , (21)

- T Ñ渍*
0 ( )X ·

寅
n = 0,摇 X 沂 祝N (22)

边际灵敏度式(17)变为

鄣J
鄣p = 乙Te

0
乙
赘

鄣T
鄣p Ñh·Ñ渍*d赘dt + 乙Te

0
乙
赘

鄣S
鄣p

鄣h
鄣t 渍

*d赘dt +

乙
赘

鄣T
鄣酌 Ñh0·Ñ渍*

0 d赘 (23)

只有当参数 p 是导水系数时,式(23)的最后一项是适

用的。

2. 2摇 不相关区域的灵敏度

如果获得 h,h0,渍*,渍*
0 ,水头函数 h 在位置 Xk 和

时间 t1 关于渗透系数 Y 或者贮水系数 Z 在任意一点 X
= x1,x( )

2
T 沂 赘 的灵敏度可以从式(23)得到,参数 p

可以被渗透系数 Y = ln(T) 或者贮水系数 Z = ln(S) 代

替. 如果假定 Y 和 Z 是不相关的,这时

y k,( )l ( )X 勖
鄣h Xk,t( )

1

鄣状 ( )X
= 乙Te

0
乙
赘

鄣T ( )字
鄣状 ( )X

Ñ h 字,( )t ·

Ñ渍 字,( )t d字dt + 乙
赘

鄣T ( )字
鄣状 ( )X

Ñh0 ( )字 ·Ñ渍*
0 ( )字 d字 (24)

和

摇 摇 z k,( )l ( )X 勖
鄣h Xk,t( )

1

鄣Z ( )X
= 乙Te

0
乙
赘

鄣S ( )字
鄣Z ( )X

·

鄣h 字,( )t
鄣t 渍 字,( )t d字dt, (25)

为方便定义 y k,( )l ( )X 和 z k,( )l ( )X ,为避免混淆,已
经把 d赘 用 d字 代替,因为渗透系数或者贮水系数的无

穷小的变化,所以水头灵敏度的值在给的测量地点 Xk

和时间 t1 也发生了无穷小的变化率.
状态灵敏度(23) -(25)式表明,这些灵敏度依赖

于渗透系数或者储贮水系数域的自相关系数[9]。
2. 2. 1摇 水头关于渗透系数的灵敏度

通过标记

鄣T ( )字
鄣酌 ( )X

= 鄣T ( )字
鄣状 ( )字

鄣状 ( )字
鄣状 ( )X

= T ( )字
鄣状 ( )字
鄣状 ( )X

,

式(24)可以被写作

摇 摇 y k,( )l ( )X = 乙t1
0
乙
赘
T ( )字

鄣状 ( )字
鄣状 ( )X

Ñ渍*·Ñ軈hd字dt +

乙
赘
T ( )字

鄣状 ( )字
鄣状 ( )X

Ñ渍*·Ñh0d字. (26)

在整个区域 赘 上积分,灵敏度取决于渗透系数域的自

相关性,在之前文献中,通常假设 X 屹 字 时, 状 ( )字 和

状(X) 是独立的,这个表达式进一步变为

摇 y(k,l)(X) = 軈T乙t1
0
乙
赘e(X)

Ñ渍*(字,t)·Ñh
-
(字,t)d字dt +

軈T乙
赘e(X)

Ñ渍*(字)·Ñh0(字)d字, (27)

其中, 赘e(X) 是对包含点 X 的网格元素计算,在一个

均匀离散化且矩形的元素大小 驻x1 伊 驻x2 数值网格,
赘e(X) 表示在点 X 处聚集的元素,注意到式(26)中的

T 和 h已经被它们的平均数軈T和軈h代替了,軈h可以利用
軈T 和 軈S 从(1)-(4)式的解中来获得[10],最后对时间和

空间域进行积分得到:

摇 y(k,l)(X) =
4 J0

D 移
¥

m = 1
n = 0

an 琢m

棕2
mn

u1(琢m) u2(茁n) 庄k
mn -

摇 16
D2 T

- 移
¥

m,m1 = 1
n,n1 = 0

an an1

棕2
mn

[琢m 琢m1
F +

1 (琢m,琢m1
) F +

2 (茁n,茁n1) +

摇 茁n 茁n1 F
-
1 (琢m,琢m1

) F -
2 (茁n,茁n1)] ok

m1n1移
nw

i = 1
p( i)
mn l( i)T

(28)
其中, J0 = (H1 - H2) / L1 是初始稳定状态的液压梯度,
p( i)
mn = Qisin(琢mxp

i1)cos(茁n xp
i2)。

考虑当元素大小接近于零的一个极限情况[11],水头灵

敏度可以写成

y(k,l)(X) =
4J0

D 移
¥

m = 1
n = 0

an琢m

棕2
mn

cos(琢mx1)cos(茁nx2)Ok
mn -
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16
D2T

- 移
¥

m,m1 = 1
n,n1 = 0

anan1

棕2
mn

[琢m琢m1
C4 + 茁n茁n1S4]庄m1n1移

nw

i = 1
p( i)
mn l( i),

(29)
其中,C4 =cos(琢mx1)cos(琢m1

x1)cos(茁nx2)cos(茁n1x2) .
S4 = sin(琢m x1)sin(琢m1

x1)sin(茁n x2)sin(茁n1 x2) .
如果对式(23)或者式(24)最后一项贡献的研究比较

感兴趣,将最后一项定义为 y(k,l)
1 (X) ,它和初始水头

关于渗透系数域有依赖关系,但是在以前的一些研究

中[12-13]却被忽略了。

y(k,l)
1 (X) =

4 J0

D 移
¥

m = 1
n = 0

an 琢m

棕2
mn

u1(琢m) u2(茁n) 庄k
mn e - T

-

S
- 棕2mnt1

(30)
对于任何小于这个域里面的元素还都是非零的。 这一

项依赖观测时间和它还抵消了来源于式 (23) 或式

(24)式中第一个积分的其他项(前面是正号的项),因
此, 式(23)或式(24)最后一项中的负数项将导致即

使没有抽水或者注水和水头变成稳定状态时,灵敏度

是依赖时间的这样一个不符合实际的情形[14]。
2. 2. 2摇 水头关于贮水系数的灵敏度

从式(25)可以得到

z(k,l)(X) = 軈S乙t1
0
乙
赘

鄣 h
-

鄣t 渍*(字,t)d字dt. (31)

把 軈h 和 渍* 代入这个方程得到

摇 z(k,l)(X) = - 16
D2軈T 移

¥

m,m1 = 1
n,n1 = 0

anan1F
-
1 (琢m,琢m1

)F +
2 (茁n,茁n1)

Ok
m1n1移

nw

i = 1
p( i)
mn l( i)s (32)

由于元素的大小趋于零,即 赘e(X) 寅 X, 式(32)变为

摇 z(k,l)(X) = - 16
D2軈T 移

¥

m,m1 = 1
n,n1 = 0

anan1SCOk
m1n1移

nw

i = 1
p( i)
mn l( i)s , (33)

其中,SC =sin(琢mx1) sin(琢m1
x1) cos(茁n x2) cos(茁n1 x2),

需要注意的是这个灵敏度和初始水流域是独立的。

2. 3摇 相关区域的灵敏度

2. 3. 1摇 水头函数关于渗透系数的灵敏度

对于一个相关渗透系数域[15],首先需要推导

状(字) 和 状(X) 之间的关系,考虑到 状(字) 均值域的条

件,使用简单的克里格法表示可得

摇 状(字) = 状(字) +
C状(X,字)
C状(X,X)

[状(X) - 状(X)] (34)

其中 C状(X,字) 导水系数在地点 X = (x1,x2) 壮 是协方差

函数, 字 = (字1,字2) 壮 和 状(字) 是绝对的均值域,绝对的

均值域对于统计学上来说是一个常数。 假如协方差函

数被写为`C状(X,字) = 滓2
状籽状( | X - 字 | ),籽状 是一个相关

函数。 从式(33)可得

鄣状(字)
鄣状(X) =

C状(X,字)
C状(X,X)

= 籽状( | X - 字 | ) (35)

对于 一 个 可 分 离 指 数 的 相 关 函 数 籽状(X,字) =
滓2

状exp( -| X1 - 字1 | / 姿状,1 -| X2 - 字2 | / 姿状,2),其中 姿状,1

和姿状,2 分别是 状 在 x1 和 x2 方向上的相关长度,然后分

别代入式(26)得

摇 摇 y(k,l)(X) = 軈T乙t1
0
乙
赘
e -

| X1-字1|
姿状,1

-
| X2-字2|
姿状,2 Ñ渍*(字,t)·

Ñ軈h(字,t)d字dt. (36)
2. 3. 2摇 水头函数关于贮水系数的灵敏度

类似地[16], 可以写出关系式 鄣Z(字) / 鄣Z(X) =
籽Z(X,字)。 通过式(25)可以得到

Z(k,l)(X) = 軈S乙t1
0
乙
赘
e -

X1-字1
姿状,1

-
X2-字2
姿状,2

鄣軈h(字,t)
鄣t

渍*(字,t)d字dt. (37)
把表达式 h* 和 渍* 代入这个方程再进行积分,还应该

注意的是协方差函数 C状 没有限制的类型,利用可分离

指数协方差可以让去推导这些灵敏度的分析过程。

3摇 结束语

研究一种新颖的灵敏度分析方法,即在抽水条件

下的随机不均匀含水层非稳定态地下水的情况下,根
据在自相关或者不相关有限空间上利用伴随法计算水

头函数关于分布式渗透系数和贮水系数的灵敏度。 这

种方法论是基于伴随法,它适用于一个有界含水层中

一系列井抽水(它们当中的每一个井有一个或者更多

恒定速率的抽水周期)的非稳定流。 这个课题研究和

以前所有基于伴随的水头灵敏度研究最主要的区别是

考虑了参数域空间的相关性,在之前研究的参数域都

是被假设为不相关的并且在整个问题区域上积分化简

来得到需要的灵敏度,用伴随法求参数灵敏度的特点

就是可以获得数值。 这种分析方法不仅仅局限于地下

水的应用方面,还可以扩展到其他类似的控制方程和

类似概念条件的数学问题中。
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Analytical Sensitivity Analysis of Transient Groundwater Flow
WU Yong1,2,摇 DU Juan3,摇 WENG Yun鄄hua3

摇 摇 (1. College of Environment and Civil Engineering, Chengdu University of Technology,Chengdu 610059,China;2. State Key Labortory of
Geohazard Prevention and Geoenvironment Protection (The Center of Research and Development of Groundwater Science),Chengdu 610059,
China;3. Department of applied mathematics,Chengdu University of Technology, Chengdu 610059, China)

Abstract:Analytical sensitivity analysis of transient groundwater flow, Firstly, established a two鄄dimensional heterogene鄄
ous porous media saturated condition problem of unsteady groundwater flow model, Using the adjoint method to calculate
state variable head about model parameters (hydraulic conductivity and storage coefficient) of sensitivity analysis meth鄄
odology, Along with the method of the initial value from the steady state flow equation first, Reuse of unsteady flow
boundary and initial conditions to solve the head and state variables and , Finally, the system sensitivity can be esti鄄
mated. These analytical solutions can be more effective to calculate sensitivity, it will be useful to based on analysis and
comparison of the model, the analysis method is not only confined to the groundwater applications, can also be extended
to other similar control equations and the conditions of similar concepts of math problems.
Keywords:groundwaterflow;analytical sensitivity analysis;transient flow;optimization
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