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一一个新的三维混沌系统及其线性反馈同步
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摇 摇 摘要:提出了一个含立方项的新三维连续自治混沌系统,该系统包含 3 个参数。 其中前两个方程各含有一个

非线性乘积项,第三个方程包含一个立方项。 对新混沌系统的平衡点稳定性、功率谱、Lyapunov 指数与维数、Poin鄄
care 截面等的基本动力学特性进行分析,理论上证明了系统的混沌特性。 最后进行混沌系统的线性反馈同步控

制,得到控制参数的选取对同步时间的影响。 因为系统的理论分析和数值仿真一致,从而证明了该系统产生混沌

的能力,为进一步研究混沌系统在保密通信和信息处理等领域的应用与优化提供了理论基础。
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0摇 引言

随着 1963 年 Lorenz[1]发现了第一个混沌系统,混
沌系统理论研究和实践得到了迅猛发展。 现代科技的

不断进步对混沌系统的认知也越来越清晰。 由于混沌

信号的拟噪声与难预测的特性可以在传输信息的过程

中提供比较好的保密性,能很好地运用在保密通信中,
并且它的宽屏特性能实现某种意义上的扩频,因此对

混沌系统进行更深入的研究。 在 Lorenz 系统之后,又
提出了 Chen 系统[2]、L俟 系统[3]、Chua 系统[4]、Qi 系
统[5]等数学模型。 这些数学模型的提出方便对混沌

系统的研究和应用。 从 20 世纪 80 年代中期,混沌理

论迅速吸引了数学、物理、工程、经济学、气象学等诸多

领域学者的关注,引发了全球混沌热。 混沌系统的提

出广泛应用在图像数据加密、信号处理和通信等领域。
混沌同步[6]是对于从不同初始条件出发的混沌系统,
随着时间的不断推移,它们的轨线逐渐趋于一致。 混

沌同步在工程上具有巨大的研究价值和应用前景。 随

着混沌系统同步的研究,其应用也越来越深入,尤其是

在保密通信中,混沌的同步可以大大提高系统的保密

性[7]。 由于混沌系统对初始值特别敏感,并且初始条

件的精度会受到很多限制,因此混沌的同步需要同步

时间,参数的选取会对这个时间产生影响。
文中提出了一个含立方项的新三维自治混沌系

统,分析该系统的基本动力学证明了该系统为混沌系

统[8-9],并基于混沌系统的 Lyapunov 指数,采用线性反

馈控制方法[10-11]确定控制参数的取值条件,实现了该

三维自治混沌系统的同步控制。 该系统产生混沌能力

强,可以很好地运用在图像加密与解密、混沌的保密通

信和信息处理等领域。

1摇 新三维混沌系统数学模型及基本动力学

1. 1摇 新的混沌系统模型及其吸引子

提出了一个新混沌系统,该系统有 3 个方程,并且

其中一个方程含有立方项的,其数学模型为

觶x = - ax + yz,
觶y = by - xz + z,
觶z = - cz + y3

ì

î

í
ïï

ïï .
(1)

式中,参数 a、b、c 为实常数,选取初始值为 (x0,y0,z0)
= (0. 1,0. 1,0. 1)。 当 a=3、b=5、c=10 时系统存在一

个典型混沌吸引子,如图 1 所示。

1. 2摇 耗散性和对称性与时域波形图和功率谱图分析

根据根据方程组(1),有:

ÑV = 鄣 觶x
鄣x + 鄣 觶y

鄣y + 鄣 觶z
鄣z = - a + b - c = - 8 < 0 (2)

由耗散理论分析该系统可知,由于该系统的散度

ÑV 为负数,因此该系统是耗散的,并以

dV
dt = e -(a+c-b) t (3)

的形式收敛。 由此可以发现初始体积元 V0 在时间为 t
得到 V0e -(a+c-b) t ,由此体积元可以判断该系统当时间

t 寅 ¥ 时,包含的系统轨线的每个体积元均以 e -(a+c-b) t

的速率最终趋于零,最终可以得到一个由该系统的所

有轨线组成的集合,该集合中所有的体积皆为零,由此

可知该系统存在吸引子。



(a) zyx 三维空间相图

(b)yx 平面相图

(c) zx 平面相图

(d) zy 平面相图

图 1摇 取 a=3,b=5,c=10 的混沌吸引子

由该系统的系统方程可以发现其具有自然的对称

性,即做 (x,y,z) 寅 (x, - y, - z) 变换后,系统将保持

不变。 变化可表示为

P:R3 寅 R3,X 寅 PX,P =
1 0 0
0 - 1 0
0 0 -

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú1

(4)

该变化满足 f(PX) = Pf(X), 即在 x 轴的反射下,
系统将不受影响,并且对称性不会改变系统所有的参

数。
对该系统采用 matlab 仿真得到时域波形,如图 2(a)

所示,由此图可发现在不带随机因素的非线性确定性

系统中出现的随机现象,此为混沌运动的现象。 此外,
该系统的功率谱是连续谱,如图 2(b)所示。 图中没有

明显的波峰,且序列的频谱很宽,从混沌系统的要点可

以得出该系统满足混沌系统条件。

(a)时域波形

(b)功率谱图

图 2摇 该混沌系统的时域波形与功率谱图

1. 3 平衡点稳定性分析

由 觶x = 0, 觶y = 0, 觶z = 0 可求解该系统从而计算得出

平衡点为

S0 = (0,0,0),S1 = (5. 0587,3. 5099,4. 3239),
S2 = (5. 0587, - 3. 5099, - 4. 3239),
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S3 = ( - 1. 5294 + 3. 7596i, - 1. 5612 + 2. 9321i,3. 6461
- 0. 3767i),

S4 = ( - 1. 5294 - 3. 7596i, - 1. 5612 - 2. 9321i,3. 6461
+ 0. 3767i),

S5 = ( - 1. 5294 + 3. 7596i,1. 5612 - 2. 9321i, - 3. 6461
+ 0. 3767i),
对平衡点 S = (X*,Y*,Z*), 将该系统在合平衡

点处线性化后,可得出 Jacobi 矩阵 J,如式(5)所示。

摇 摇 摇 J=

鄣 觶x
鄣x

鄣 觶x
鄣y

鄣 觶x
鄣z

鄣 觶y
鄣x

鄣 觶y
鄣y

鄣 觶y
鄣z

鄣 觶z
鄣x

鄣 觶z
鄣y

鄣 觶z
鄣

é
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ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù
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ú
ú
ú
ú
úz

x = X*

y = Y*

z = Z*

=

摇 摇 摇
- a Z* Y*

- Z* b - X* + 1
0 3 (Y*) 2
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(5)

根据 det 姿I-J(0[ ]) = 0,可以得到对应该系统在

平衡点 S0,S1,S2 的 Jacobi 矩阵的特征值如表 1 所示。

表 1摇 平衡点处的 Jacobi 矩阵特征值

S0 S1 S2

3 -7. 881 -7. 881

-5 -0. 059 +11. 48i -0. 059 +11. 48i

10 -0. 059 -11. 48i -0. 059 -11. 48i

由上述的推论可知,该系统有一个不稳定的指

标 2的鞍点和两个鞍焦平衡点,因此理论上可以证明

该系统可能存在混沌特性。

1. 4摇 Lyapunov 指数谱、维数和 Poincare 截面分析

得到的 Lyapunov 指数谱如图 3 所示。 这里采用

的是 Jacobi 矩阵的方法计算出 3 个 Lyapunov 指数分

别为:LE1 =0. 03,LE2 = -0. 01,LE3 = -7. 78,可以从中

得出:该系统的 3 个 Lyapunov 指数一个指数为正,一
个指数趋于 0,另一个指数为负,并且它们满足 L1<L3。
该 Lyapunov 指数的特性可以知道该系统的运动轨迹

为混沌运动,且为奇怪吸引子。 该系统的 Lyapunov 维

数为:

Dl = k +
Sk

LK
= 2 +

(L1 + L2)
L3

= 2. 026 (6)

在选取该系统参数 a=3、b=5、c= 10 时,由上述计

算出的 LE 指数可知该系统有一个为正 LE 指数,由此

说明了此时该系统的状态是混沌的,图 4 为选取不同

截面时的庞加莱截面。 由图 4 的庞加莱截面图可以发

现,该系统的庞加莱截面上有一些密集点,该密集点成

片分布,并且具有分型结构,还可以清楚地发现其吸引

子的叶片,根据这些点的分布可以知道该系统在这种

状态下进行混沌运动。

图 3摇 Lyapunov 指数

(a)y=0 时系统的庞加莱截面

(b) z=32 时系统的庞加莱截面

图 4摇 该系统的庞加莱截面

由此可见,该混沌系统具有复杂的分形结构并且

其 Lyapunov 是分数维,并且根据对庞加莱截面图点的

分布状态可以观察其进行混沌运动,从而可以说明该

系统是一个混沌系统。

2摇 线性反馈同步控制机理

以混沌系统: 觶x = f(x) 为模型,采用线性反馈控制
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后可得到受控系统的方程为:
觶x1 = f(x1),

觶x2 = f(x2) + k(x1 - x2
{ ),

(7)

令 x = x1 - x2, 可将式(7)写为
觶x1 = F(x1),
觶x2 = F(x,x1,k

{ ),
(8)

式中 F = ( f1,f2,…,fn) T , x1 = (x11,x12,…,x1n) T , x2 =
(x21,x22,…,x2n) T , x = (x1,x2,…,xn) T 为 n 维状态向

量, k = diag [k1,k2,…,kn] T 为线性反馈控制参数。
利用式(8),可确定控制参数的取值范围,使其式

中第二个式子渐进稳定于零的平衡点,使其混沌同步。

定义 D(x1) = 移
n

i = 1

鄣f i
鄣x1i

为 觶x = f(x) 的向量场散度,

根据向量场散度和 Lyapunov 指数的关系,从而得到:

D(x1) = D(x2) = 移
n

i = 1
姿 i(x1) = 移

n

i = 1
姿 i(x2) (9)

式(9)中 姿 i(x1),姿 i(x2) 表示 觶x = f(x) 在 x1, x2 处的

Lyapunov 指数。
对于式(7)有

D = D(x1) + D(x2) - 移
n

i = 1
ki (10)

对于式(8)有
D = D(x1) + D(x) (11)

式(8)中 D(x) =移
n

i = 1
姿 i(x) =移

n

i = 1

鄣f i
鄣xi

为误差系统的向量

场散度, 姿 i(x) 为误差系统的 Lyapunov 指数。 由式

(9) ~ (11)可得:

D(x) = D(x1) - 移
n

i = 1
ki (12)

为使混沌系统达到同步,则必须使其误差系统的

最大 Lyapunov 指数小于零,则 D(x) < 0,即 D(x1) -

移
n

i = 1
ki < 0 。 令 k = k1 = … = kn ,假设 姿max = max(姿1,

姿2,…,姿n) ,从而可知当控制参数取 k > 姿max ,采用线

性反馈控制法可以使混沌系统达到同步。

3摇 该混沌系统的线性反馈同步控制与
数值仿真

摇 摇 由该系统与式(7)可以得到

觶x1 = - ax1 + y1 z1,

觶y1 = by1 - x1 z1 + z1,

觶z1 = - cz1 + y3
1

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(13)

觶x2 = - ax2 + y2 z2 + k1(x1 - x2),
觶y = by2 - x2 z2 + z2 + k2(y1 - y2),

觶z2 = - cz2 + y3
2 + k3( z1 - z2)

ì

î

í

ïï

ïï .

(14)

其中 k1,k2,k3 为控制参数,令 e1 = x2 - x1,e2 = y2 -
y1,e3 = z2 - z1, 则由式(14)减去式(13)可得误差动力

学系统为

觶e1 = - ae1 + y2 z2 - y1 z1 - k1e1,
觶e2 = be2 - x2 z2 + x1 z1 + e3 - k2e2,

觶e3 = - ce3 + y2
3 - y1

3 + k3e3

ì

î

í

ïï

ïï .

(15)

根据常规方法,由于该混沌系统有立方项的存在,
很难构造出一种 Lyapunov 指数,因此无法确定控制参

数的取值范围。 但根据数值计算则比较容易计算得到

该系统的最大 Lyapunov 指数,即 姿max = 0. 03。 令 k =
k1 = k2 = k3, 当 k > 0. 03 时可以实现该混沌系统的同

步控制。
利用上述结论,进行 MATLAB 仿真,驱动系统的

初始值设为 x1(0)= y1(0)= z1(0)= 0. 01 响应系统的初

始值设为 x2(0) = y2(0) = z2(0) = 0. 001,系统总的误差

为 r = (x1 - x2) 2 + (y1 - y2) 2 + ( z1 - z2) 2 ,当选取

不同的 k 值时,同步时间也相应变化,如图 5 所示,并
且可以得到相应的状态变量相图,如图 6 所示。

(a) 摇 k=0. 02

(b)k=5
图 5摇 参数 k 变化时相应的系统同步相图
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(a) 摇 k=0. 02

(b) 摇 k=5

图 6摇 参数 k 变化时相应的状态变量相图

由图 5 证明上述结论的准确性,并从图中可知当

控制参数 k 取值越大,系统达到同步所需要的时间越

断,且同步效果越好。

4摇 结束语

提出一个带立方项的新三维连续自治混沌系统,
从理论到对庞加莱截面上点进行了一系列的分析论

证:该系统具有自然的对称性,且收敛与一个混沌吸引

子,从平衡点可以得出其有一个不稳定的指标 2 的鞍

点和两个鞍焦平衡点,它的功率谱为连续的,其 Lya鄄
punov 指数有一个为正数,并且其庞加莱截面上点的

分布可以知道该系统在做混沌运动,从这些结论可以

知道其为三维混沌系统。 根据仿真结果验证了其混沌

系统的有效性和可靠性,能很好地运用在保密通信中,
在信息的传输中能达到很好保密的效果。 推导论证了

线性反馈控制的控制参数能影响同步时间,并利用基

于线性反馈控制的方法,推导得到使混沌系统实现同

步的条件:只要控制参数大于系统最大 Lyapunov 指

数。 最后的仿真结果能很好地反映这种现象,即当控

制参数远大于最大 Lyapunov 指数,从相应的相图可发

现同步时间越短。 该混沌系统的提出与验证,为进一

步研究混沌系统在保密通信和信息处理等领域的应用

与优化提供了理论基础。
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A New Chaotic System and its Linear Feedback Synchronization
HE Qi鄄ling,摇 XUE Shuai鄄ning,摇 DENG Yang鄄yang,摇 XU Qing,摇 WANG Hai鄄jiang

(College of Electronic Engineering,Chengdu University of Information Technology,Chengdu 610225,China)

Abstract:This paper reports a new three鄄dimensional continuous autonomous system, the system contains three parame鄄
ters. The first two equations contain a nonlinear product term, and the third equation contains a cubic term. In this pa鄄
per, the balance point stability of the new chaotic system, the power spectrum, the Lyapunov exponent and the dimen鄄
sion, and the Poincare cross section are analyzed. Moreover, the chaotic characteristics of the system are proved theoret鄄
ically. Finally, the linear feedback synchronization control of the chaotic system is carried out, and the influence of the
selection of the control parameters on the synchronization time is obtained. Through the theory and a mass of system em鄄
ulation, the system, the ability of the system to produce chaos is proved, which provides a basis for further research on
the application and optimization of chaotic systems in secure communication and information processing.
Keywords:chaotic system;Lyapunov exponent;Poincare diagrams;linear feedback synchronization control;chaos syn鄄
chronization
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