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Joseph鄄Egri 方程行波解的分岔
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摇 摇 摘要:自从 Joseph鄄Egri 方程被提出以来,人们用了多种方法去对获取它的精确行波解,但是依然有一些解可能

被丢失,并且无法解释参数变化时解的演化。 为了解决这些问题,利用动力系统分岔方法研究了 Joseph鄄Egri 方程

的行波系统,获得了其不同拓扑结构的相图。 这些相图清楚地展示了系统所有的有界轨道。 对照这些有界轨道,
通过计算复杂的椭圆积分,获得了系统的椭圆函数周期波解和孤波解。
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0摇 引言

在数学物理领域中的许多波动现象都可以用非线

性偏微分方程来描述,而偏微分方程的行波解在研究

解的长时间行为和理解复杂的非线性波动现象中一直

扮演着重要的角色。
考虑如下非线性发展方程

Ut + Ux + UUx + 啄Uxtt = 0 (1)
其中变量 x 表示水流在水平方向的位移, t 表示

时间, U(x,t) 表示水流在垂直方向的位移, 啄 表示弥

散系数。 此方程由 Joseph 和 Egri 在 1977 年提出[1],
故被称作 Joseph鄄Egri 方程,是一个描述水流穿过水中

波状孔洞的动力学方程,该模型可以理解为对一个经

典的非色散的冲击波的分散模拟。 自该方程被提出以

来,其行波解的研究就受到人们关注。 人们使用了各

种各样的直接方法去获得它行波解的精确表达式,例
如:扩展的齐次平衡法[2]、推广的简单方程方法[3]、扩
展 G' / G 法[4]、多项式完全判别系统法[5]等。

尽管通过以上方法已经获得了 Joseph鄄Egri 方程

许多的精确解,但是依然有一些解可能被丢失。 另外,
虽然利用这些方法获得方程的行波解简洁、高效,然而

却不能清楚地解释当参数变化时这些解如何演化。 因

此,我们将使用动力系统分岔方法对 Joseph鄄Egri 方程

进行研究。 近年来,这种方法已经被广泛运用到各种

方程。 例如: RLW鄄Burgers 方程[6]、 Camassa鄄Holm 方

程[7]、Boussinesq 方程[8]、(2+1)维 Broer鄄Kau鄄Kupersh鄄
midt 方程[9] 等。 文中将通过该方法对 Joseph鄄Egri 方
程的行波系统进行分岔分析以获得该方程所有的有界

行波解。

1摇 Joseph鄄Egri 方程行波系统的分岔

对方程(1)做行波变换 U(x,t)= u(孜) , 孜 = x - ct,
c 屹0 是波速,可化为

- cu忆 + u忆 + uu忆 + c2啄u义忆 = 0 (2)
其中忆代表 d / d孜, 对方程(2)两边积分可得

1
2 u2 - (c - 1)u + c2啄u义 = e (3)

其中 e 是积分常数。 由方程(3)可解出 u义

u义 = - u2 - 2(c - 1)u - 2e
2c2啄

(4)

其中 啄 屹 0。 方程(4)可以转化为如下等价的平

面系统

u忆 = y,

y忆 = - u2 - 2(c - 1)u - 2e
2c2

{
啄

(5)

通过计算可以判断这是一个 Hamilton 系统,并有

如下能量函数

H(u,y) = y2

2 + u3 - 3(c - 1)u2 - 6eu
6c2啄

(6)

令 F = (c - 1) 2 + 2e,给出关于系统(5)全局性质

的相关定理。
定理:当 4 (c - 1) 2 - 8e > 0 时,若 啄 < 0,系统

(5)存在一个鞍点 B(c - 1 + F ,0) 和一个中心 A(c -
1 - F ,0) ,且存在一条同宿轨 酌B (右支)连接着鞍点

B 。 中心 A 周围存在一簇周期轨:
摇 祝A(h):={H(u,y)= h,h沂

(-(c-1)
3-F F +3e(c-1)

3c2啄
,-(c-1)

3+F F +3e(c-1)
3c2啄

}



摇 摇 当 h寅- (c - 1) 3 - F F + 3e(c - 1)
3c2啄

时, 祝A(h)

趋近于同宿轨 酌B 。

摇 摇 当 h寅- (c - 1) 3 + F F + 3e(c - 1)
3c2啄

时, 祝A(h)

趋近于中心 A(c - 1 - F ,0) 。

摇 摇 若 啄 > 0,系统(5)存在一个鞍点 A(c - 1 - F ,0)

和一个中心 B(c - 1 + F ,0) ,且存在一条同宿轨 酌A

(左支)连接着鞍点 A(c - 1 - F ,0) 。 中心 B(c - 1 +

F ,0) 周围存在一簇周期轨:
摇 祝B(h):={H(u,y)= h,h沂

(-(c-1)
3+F F +3e(c-1)

3c2啄
,-(c-1)

3-F F +3e(c-1)
3c2啄

}

当 h寅- (c - 1) 3 + F F + 3e(c - 1)
3c2啄

时, 祝B(h)

趋近于同宿轨 酌A 。

当 h寅- (c - 1) 3 - F F + 3e(c - 1)
3c2啄

时, 祝B(h)

趋近于中心 B(c - 1 + F ,0) 。
当 4 (c - 1) 2 + 8e = 0 时,系统(5)只有 1 个退化

的平衡点,此平衡点为尖点。
当 4 (c - 1) 2 + 8e < 0 时,系统没有实平衡点。
证明:首先讨论系统 (5) 的平衡点的个数。 当

4(c - 1) 2 + 8e > 0 时,系统(5)有 2 个平衡点 A(c - 1

- F ,0) 和 B(c - 1 + F ,0) ,显然 A 在 B 的左边。
当 4 (c - 1) 2 + 8e = 0 时,系统(5)有唯一的平衡点

C(c - 1,0) 。 当 4 (c - 1) 2 + 8e < 0 时,系统(5)没有

实平衡点(如图 1)。
需要进一步判断这些平衡点的类型。 为此记

M(u,y) 是系统(5)在平衡点 (u,y) 处的 Jacobi 矩阵。
情形 1: 4 (c - 1) 2 + 8e > 0
可以计算

M(A) =
0 1

(c - 1) 2 + 2e
c2啄

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú0

M(B) =
0 1

- (c - 1) 2 + 2e
c2啄

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú0

由矩阵M(A) 与M(B) 可以判断:若 啄 < 0, A(c -

1 - F ,0) 为系统的中心, B(c - 1 + F ,0) 为系统的

鞍点;若 啄 > 0,则 A(c - 1 - F ,0) 为系统的鞍点,而

B(c - 1 + F ,0) 为系统的中心。

通过计算,平衡点 A 和 B 处的能量值分别为:

H(A) = - (c - 1) 3 - F F + 3e(c - 1)
3c2啄

H(B) = - (c - 1) 3 + F F + 3e(c - 1)
3c2啄

由 Hamilton 系统的性质[18] 可知存在一条同宿轨

线 酌B 连接着鞍点 B(c - 1 + F )。 再根据 A和 B处能

量值可得:若 啄 < 0,有 H(A) < H(B) ,此时存在一族

围绕中心 A(c - 1 - F ,0) 的闭轨族:
祝A(h):={H u,( )y =h,h沂

(-(c-1)
3-F F +3e(c-1)

3c2啄
,-(c-1)

3+F F +3e(c-1)
3c2啄

}

并且当 h 趋于鞍点 B 的能量-(c-1)
3-F F +3e(c-1)

3c2啄
时,祝A(h)趋近于同宿轨 酌B,当 h 趋于中心 A 的能量

-(c-1)
3+F F +3e(c-1)

3c2啄
时, 祝A(h) 趋 近 于 中 心

A(c - 1 - F ,0) (如图 2)。 同理可以证明 啄 > 0 时

的情况(如图 3)。
情形 2: 4 (c - 1) 2 + 8e = 0
由前面的假设我们有

M(C) = 0 1é

ë
êê

ù

û
úú0 0

从系数矩阵M(C) 中可以看出M(C) 具有双零特

征根,故 C 为退化平衡点。 根据文献[19],可以将系

统(5)按照如下的标准形式进行规范化

dx
dt = y,

dy
dt =akxk 1+h(x[ ]) +bnxny 1+g(x[ ]) +y2p(x,y

ì

î

í

ï
ï

ï
ï )

(7)

其中 h(x),g(x),p(x,y) 是 S(O) 内的解析函

数; h(O) = g(O) = 0; ak 屹0,k逸2; bn 可为 0,当 bn 屹
0时, n 逸1。 通过计算可得当 4 (c - 1) 2 + 8e = 0 时,
有 k = 2,bn = 0,根据文献[20]第二章第七节的相关结

果,判定平衡点 C 称为尖点(如图 4)。

2摇 Joseph鄄Egri 方程的有界行波

从相图中可以看出,图 2. 3 均有相似的有界轨道,
我们这里给出图 2 的有界轨道所对应的有界行波解的

表达式,图 3 所对应的有界行波解的表达式可以类似

得到。
根据方程(5)和(6)可以知道同宿轨道 酌B 的表达

式由如下积分决定
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图 1摇 取 c=1,啄=- 1
2 ,e=-2 时,系统(5)的相图

图 3摇 取 c=1,啄= 1
2 ,e=0 时,系统(5)的相图

图 2摇 取 c=1,啄=- 1
2 ,e=0 时,系统(5)的相图

图 4摇 取 c=3,啄=- 1
18 ,e=-2 时,系统(5)的相图

摇 摇 摇 乙u
u0

du

u - (c - 1 - (c - 1) 2 + 2e[ ]) c - 1 + 2 (c - 1) 2 + 2e - u
= 1

- 3c2啄 乙
孜

0
d孜,孜 > 0

摇 摇 摇 - 乙u0
u

du

u - (c - 1 - (c - 1) 2 + 2e[ ]) c - 1 + 2 (c - 1) 2 + 2e - u
= 1

- 3c2啄 乙
0

孜
d孜,孜 < 0

摇 摇 其中 u0 = c - 1 + 2 (c - 1) 2 + 2e ,通过计算可
得:

u(孜) = G +
4(u0 - G)e

u0-G

-3c2啄
孜

(1 + e
u0-G

-3c2啄
孜 )

其中 G = c - 1 - (c - 1) 2 + 2e,u0 = c - 1 + 2
(c - 1) 2 + 2e 。

事实上,当 4(a + b) + 8be > 0 且 啄 < 0 时, 祝A(h)
中任一条周期轨都可以表达为如下形式

y = 依 1
- 3c2啄

(p - u)(u - q)(u - r) (7)

其中 p,q,r 为实常数且满足 p > u > q > r ,设该周期
轨的周期是 2T 并取初值 u(0) = q ,结合方程(5)和
(7)式可得:

乙u
q

du
(p - u)(u - q)(u - r)

= 1
- 3c2啄 乙

孜

0
d孜,0 < 孜 < T

- 乙q
u

du
(p - u)(u - q)(u - r)

= 1
- 3c2啄乙

0

孜
d孜, - T < 孜

< 0

综上

乙u
q

du
(p - u)(u - q)(u - r)

= 1
- 3c2啄 孜

通过计算椭圆积分,有

乙 u
q

du
(p-u)(u-q)(u-r)

= gsn-1( (p-r)(u-q)
(p-q)(u-r) ,k)

其中 g = 2
p - r

和 k2 = p - q
p - r, 最终可以计算出 Joseph鄄

Egri 的椭圆函数周期波解

u(孜)= r+ (p-r)(q-r)

p-r-(p-q) sn2( p-r
-12c2啄

孜 )

3摇 结论

使用动力系统的分岔方法对 Joseph鄄Egri 方程的
行波系统进行了研究,证明了 Joseph鄄Egri 方程只有两
类有界行波解,即孤波解和周期波解,并获得了它们的
表达式。 这些结果展示了动力系统的分岔方法对非线
性发展方程的行波解的研究是一种非常有效的方法,
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通过对行波系统相空间的分岔分析,我们可以清楚地
找到系统的有界轨道,从而获得方程的有界波解。
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Bifurcation of Traveling Wave Solutions of the Joseph鄄Egri Equation
GUO Jia1,摇 ZHOU Yu鄄qian1,2,摇 FAN Fei鄄ting1

摇 摇 (1. College of Mathematics,Chengdu Univercity of Information Technology,Chengdu 610225,China;2. School of mathematics Sciences,
Univercity of Electronic Science and Technology of China,Chengdu 611731,China)

Abstract:Since the Joseph鄄egri eqution was proposed,many methods are used to obtain its exact traveling wave solu鄄
tions. However,there are still many solutions that are lost,and they can爷t explain how the solutions evolve when the pa鄄
rameters change. To solve these problems,the bifurcation method of dynamical system is employed to investigate the Jo鄄
seph鄄Egri equation. We obtain different phase portraits of traveling wave system of it. According to these phase portraits,
all bounded traveling waves are identified. Furthermore,by calculating some complicated elliptic integrals,we obtain the
exact expressions of periodic wave solutions and solitary wave solutions.
Keywords:applied mathematics; differential equation and their applications; Joseph鄄Egri equation; phase portraits; dy鄄
namical system; bifurcation; solitary wave solution
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