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基于二进制链表的粗糙集属性约简
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摇 摇 摘要:差别矩阵是很多学者用来计算粗糙集属性约简的一种方法,该方法因其简单、直观、易于理解而得到广

泛应用,但是包含在差别矩阵中的冗余元素不仅对属性约简不起作用反而增加存储空间,为消除这些冗余元素提

出了一种新的存储结构:二进制链表,通过位运算将差别矩阵中所有的重复元素和父集元素删除,降低差别信息的

存储空间。 为验证二进制链表的有效性,提出了一种新的属性约简算法。 通过 UCI 数据库中多组数据集对该方法

进行测试,并将实验结果与其他算法进行比较,提出的算法可以更快地得到属性约简集并且能够有效地降低存储

空间。
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0摇 引言

波兰数学家 Z. Pawlak 在 20 世纪 80 年代提出了

粗糙集理论[1],属性约简是该理论的重要组成部分,
在保持决策系统分类精度的同时删除系统中不必要的

条件属性从而达到降维的目的。 文献[2]指出:“学者

们根据不同的理论提出了许多优秀的属性约简算

法冶,这些方法包括:增量式属性约简算法[3-7],正区域

方法[8],差别矩阵方法[9-11]等。
差别矩阵是一种简单而直观的属性约简方法,该

方法的不足之处是矩阵中会存在大量的冗余元素,这
些元素不仅对属性约简没有作用反而增加了存储空

间。 针对这一缺点,很多学者提出了对差别矩阵的改

进算法,将差别矩阵转化成二进制差别矩阵[12-14] 或者

利用一些数据结构删除差别矩阵中的部分冗余元素

如:树形结构[15-18]。 文献[19]使用区分链表来存储差

别信息,在构建链表时删除核属性的父集元素,在一定

程度上降低了空间存储。 但该链表仍然存在一些问

题,首先链表中仍然存在重复元素,这些元素会浪费存

储空间,其次如果在构造链表的过程中不存在核属性

则链表存储的差别信息个数与用差别矩阵存储是相同

的,文献[20]将链表结构应用在不完备的决策表中,
在构建链表过程中仍然存在和文献[19]中算法的不

足之处。
针对传统区分链表的不足,构建了一种新的链表

结构:二进制链表。 用二进制编码表示差别信息元素,

在构建链表的过程中删除所有的父集元素。 为验证二

进制链表的有效性,基于二进制链表提出一种获取属

性约简的算法,该算法在每次迭代过程从前往后在二

进制链表中选择必要属性, 同时删除包含必要属性的

结点,并使约简算法的时间复杂度为O( |C | |U | 2)。

1摇 基础概念

根据文献[1,10]给出粗糙集理论的相关知识的

介绍。
定义 1[1] 摇 S={U,C,D,V,f}表示一个决策表,其

中 U 表示论域的集合,C 为条件属性集, D 为决策属

性集,V 是值域, f 表示信息函数,表 1 是一个决策表,
U={x1,x2,…,x10},C={a,b,c,d},V = {0,1,2},f:U伊
(C胰D)寅V。

表 1摇 决策表 1

U a b c d D

x1 1 2 0 1 1

x2 1 2 0 1 1

x3 2 0 0 1 0

x4 0 0 1 2 1

x5 2 1 0 2 1

x6 0 0 1 2 2

x7 2 0 0 1 0

x8 0 1 2 2 1

x9 2 1 0 2 2

x10 2 0 0 1 0



摇 摇 定义 2[1] 摇 在决策表 S = {U,C,D,V,f}中,A 是条

件属性 C 与决策属性 D 的并集,对于任意属性子集

R,以及 U 的子集 X, X 关于 R 的下近似集用R(X)来
表示,其定义为R(X)= 胰{Ri讦Ri沂U / R,Ri哿X},U / R=
{R1,R2,…,Rn}。

定义 3[1] 摇 在决策表 S= {U,C,D,V,f}中,C 关于

D 的正域用 POSC(D)来表示,计算公式为 POSC(D)=
胰C(Di)(Di沂U / D),其中 U / D={D1,D2,…,Dk}表示

决策属性 D 对论域 U 的划分。
定义 4[1] 摇 在决策表 S={U,C,D,V,f}中,若条件属

性集 P 为一个约简集,则对于 P 中任意属性 a,都满足两

个条件:POSp(D)= POSC(D);POSp-{a}(D)屹POSC(D)。
引理 1[1] 摇 在决策表 S={U,C,D,V,f}中,条件属性

集 C 关于决策属性 D 的正域定义为 POSC(D)= 胰(P),
其中 P 是 U 关于 C 的划分的一个子集并且 |P / D | =1。

定义 5[10] 摇 设在决策表 S = {U,C,D,V,f}中,记
U / C={[x1] 忆,[x2] 忆,…,[xm] 忆},其中[xm]忆表示与 xm

根据 C 划分的等价类集合,S 的简化决策表(表 2)可
定义为 S忆={U忆,C,D,V,f},其中 U忆={x1,x2,…,xm}。

表 2摇 表 1 对应的简化决策表

U a b c d D

x1 1 2 0 1 1

x3 2 0 0 1 0

x4 0 0 1 2 1

x5 2 1 0 2 1

x8 0 1 2 2 1

定义 6[10] 摇 简化决策表 S忆={U,C,D,V,f}的简化

差别矩阵中的差别信息 mij 的定义如下:mij = { c讦
c沂C,f(xi,c)屹f(x j,c)},如果不等式 f(xi,D)屹f(x j,
D)成立,那么 xi 和 x j 均在正域中,否则 xi 和 x j 一个在

正域中,一个在负域中。
定义 7[10] 摇 设决策表 S 的简化差别矩阵(表 3)为

M,mij为矩阵中任意非空差别信息集,设 P 为条件属

性集的 C 的子集,如果 P疑mij屹渍 并且从 P 中删除任

意元素该不等式均不成立,则称属性集 P 是一个约简

集。

表 3摇 表 1 对应的简化差别矩阵

x1 x3 x4 x5 x8

x1 渍 {ab} {abcd} {abd} 渍

x3 渍 {acd} {bd} {abcd}

x4 渍 {abc} {bc}

x5 渍 {ac}

x8 渍

摇 摇 定义 8[10] 摇 在决策表 S 的简化差别矩阵中,对于

矩阵中任意一个差别元素集 A,都存在差别元素集

B,,满足 B哿A,那么差别元素 A 被称为无用差别元

素。
引理 2[10] 摇 决策表 S={U,C,D,V,f}的简化差别

矩阵 M,对于任意 C 的子集 P,如果矩阵中任意非空

mij与 P 相交不为空,则有

POSP(D)= POSC(D)

2摇 区分链表的相关知识

文献[19-20]基于链表思想提出一种能够降低差

别矩阵空间复杂度的链表结构(区分链表),差别矩阵

中的每个非空且不为核心属性的元素作为一个结点插

入链表中,删除链表中包含核心属性的结点,与差别矩

阵相比,实现了差别信息的压缩存储。 图 1 给出了基

于表 1 构建的一个区分链表。

图 1摇 基于表 1 构建的区分链表

通过表 3 的差别矩阵和图 1 的区分链表的对比可

知,该链表并没有实现差别矩阵的非空元素的压缩存

储,由于差别矩阵中没有核属性所以无法根据核属性

对链表进行简化。 根据定义 8 可知结点{a,b,c,d},
{a,c,d},{a,b,d}都是冗余结点,这些结点不仅增加

了存储空间而且也增加了算法的执行时间,因此需要

设计新的链表结构来解决这个问题。

3摇 二进制链表的设计与实现

首先给出二进制链表的定义, 然后提出一种构建

二进制链表的算法。
定义 9摇 二进制链表是一个有序链表,其特点是

每个结点都是按照二进制编码的大小,从小到大排列

的。
链表的每个结点中存储的只有用二进制编码表示

的差别信息,编码的长度均为 | C | ,差别信息中存在的

元素都用“1冶来表示,不存在的元素都用“0冶来表示且

每个编码的位置不可互换。
基于以上二进制链表的定义,二进制链表的构建

算法如下所示。
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算法 1 二进制链表的创建

输入:决策表

输出:二进制链表

Step1:根据定义 5 对决策表 T 进行简化,得到简

化的决策表;
Step2:创建链表的头结点;
Step3:根据定义 6 计算的差别信息,将差别信息

转化成二进制编码 B;
Step4:调用 AddNode(B)函数,将结点 node 插入

到二进制链表中;
Step5:转到 Step3 直到计算完所有差别信息;
Step6:对二进制链表从小到大排序;
Step7:结束算法。
AddNode(B)函数实现了将编码 B 插入到二进制

链表这一有序链表中,其实现步骤如下:
(1)B 中所有位的数字都为 0 则转到(5);
(2)如果链表为空则直接生成结点,并将结点插

入到链表中,转到(5);
(3)遍历链表中的每个结点,取出每个结点中的

二进制编码 B1,对 B1 和 B 进行如下运算:
(i)如果 B1&B=B1 则转到(5),否则转到(ii);
(ii)如果 B1&B = B 则删除存储 B1 的结点,否则

转到(iii);
(iii)如果遍历结束转到(4),否则选取下一个结

点的编码并转到(i);
(4)将存储 B 的结点插入到链表末尾;
(5)函数结束。
基于算法 1 和表 1,给出二进制链表的构建过程:
首先创建链表的头结点,然后开始计算第一条差

别信息{a,b},其转化成二进制编码为(1100)后插入

到链表中,对于第二条差别信息{abcd},对应的编码为

(1111),因为(1111)&(1100)= (1100)所以不添加到

链表中,计算第三条差别信息{abd},编码为(1101),
因为(1101)&(1100)= (1100)所以不添加到链表中。
同理,重复上面构建过程直到计算完最后一条差别信

息后对链表进行排序得到如图 2 所示的二进制链表。

图 2摇 基于算法 1 和表 1 构建的二进制链表

通过图 2 和图 1 的对比可知,二进制链表删除了

表 3 中差别矩阵的重复元素以及父集元素,节省了存

储空间,结点中用二进制编码代替字符集合是为了便

于位运算,编码中的数字是顺序不可改动的。

3. 1摇 二进制链表的特性

由二进制链表的构建过程可以得到以下特性:
定理 1摇 二进制链表包含了能够获得属性约简所

需要的全部差别信息。
证明摇 设 DS 为二进制链表中所有结点对应的差

别信息的集合,由二进制链表的构建过程可知 DS 包

含于 DM (DM 为差别矩阵),对于任意差别信息 DI沂
DM 都能在 DS 集合中找到子集 DK 使得 DK 包含于

DI。 由无用差别信息的定义可知 DI 对求属性约简没

有用处。 所以,二进制链表包含了能够获得属性约简

所需要的全部差别信息。
定理 2摇 二进制链表中每个结点的编码第一个不

为 0 的坐标为 i,设 R 为从条件属性集 C 中选取第 i 个
属性组成的集合,则 POSR(D)= POSC(D)。

证明摇 由定理 1 可知二进制链表包含获得属性约

简的全部差别信息,设 DS 为二进制链表中所有结点

对应的差别信息的集合,对于 DS 中任意差别信息元

素 DI,R 与 DI 相交不为空,从而证明了 POSR(D) =
POSC(D)成立。

基于定理 2,只要删除 R 中所有不必要的条件属

性,就可以求得决策表的一个属性约简。 由图 1 得

R={c,b,a},因为 POSR-{a}(D)= POSC(D)并且对于新

的属性集合 S={b,c},删除任意一个属性所得的正域

与原来的正域都不相等,所以 a 为不必要属性应当删

除。 {b,c}为决策表 1 的一个属性约简。
性质 1摇 由定理 2 得到的属性集合 R 中,第一个

条件属性一定是必要的条件属性。

3. 2摇 二进制链表的复杂度分析

对于一个决策表假设其经过算法 1 中第一步简化

后有 |U |个对象,条件属性仍然为 | C |个, 则差别矩阵

中最多具有 |U | 2 个非空差别信息。 假设差别矩阵中

不存在相互包含关系的差别信息的个数为 N(一般情

况 N 远小于 |U | 2),由二进制链表的构建过程可知,每
个结点包含 |C |个二进制编码,链表中最多包含 N 个

结点。 在最坏情况下即 N 与 |U | 2 相等,二进制链表的

空间复杂度为 O( |C | |U | 2)。
另外,在构建二进制链表的过程中,由于算法最多

迭代 |U | 2 次,且每次最多插入一个结点,删除 Ni 个结

点,二进制链表的时间复杂度为 | U | 2 +(N1 +N2 +…+
N |U | 2),因为二进制链表中最多包含 |U | 2 个结点,所以
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N1+N2+…+N |U | 2的值最多为 | U | 2,且每次要与 | C | 个
二进制编码比较从而可得二进制链表的时间复杂度为

O( |C | |U | 2)。

4摇 基于二进制链表的属性约简

为验证文中提出的二进制链表的有效性, 基于二

进制链表提出一个属性约简算法。 该算法基于定理 2
和性质 1, 在每次迭代过程中从前往后在二进制链表

中选择必要属性, 同时删除包含必要属性的结点。 算

法具体描述如下:
算法 2摇 在二进制链表上的属性约简的算法

输入:二进制链表

输出:属性约简集 R
Step1:初始化一个空集 R;
Step2:如果链表长度大于 0,转到 Step3,否则算法

结束输出约简集 R;
Step3:选择头结点的下一个结点中的编码 B,得

到 B 中第一个不为 0 的坐标 i;
Step4:初始化一个长度为 | C | 除第 i 位为 1 其余

均为 0 的二进制编码 B1;
Step5:取出每个结点的编码 B,若 B&B1 =B1 则删

除这个结点,否则取下一个结点的编码直至链表末尾;
Step6:将第 i 个条件属性放入集合 R,转到 Step2。
基于图 2 和算法 2 的求解过程如下:条件属性集

={a,b,c,d},初始化约简集 R =渍,头结点的下一个结

点的编码为(0101),其中第二位为 1,初始化一个二进

制编码 B1 = (0100),因为(0101) &B1 = B1 所以删除

(0101)的结点,(0110)&B1 = B1,所以删除(0110)的

结点,条件属性集中第二个属性为 b 所以 R=R胰{b}。
此时,下一个结点的编码为(1010),其中第一位为 1,
初始化一个二进制编码 B1 = (1000),因为(1010)&B1
=B1 所以删除(1010)的结点,(1100)&B1 = B1,所以

删除(1100)的结点,条件属性集中第一个属性为 a 所

以 R=R胰{a},此时链表长度为 0 算法结束输出约简

集 R={a,b}。
基于前面的分析,链表中最多有 | U | 2 个结点,由

算法 2 的求解过程可知,该算法最多迭代 |C |次,假设

每次最多删除 Ni 个结点,则在 |C |次迭代过程中该算

法删除的结点最多为 N1 +N2 +…+N |C | = | U | 2,且需要

与每个结点的 |C | 位二进制编码比较,所以该算法的

时间复杂度为 O( |C | |U | 2)。

5摇 实验结果及分析

选用 6 个 UCI 数据集在 Intel(R) Core 2. 20 GHz
(6 GB内存, Microsoft Windows 7 操作系统)上用 JA鄄
VA 语言进行实验来验证二进制链表这一结构的有效

性,同时给出了创建区分链表和二进制链表的时空复

杂度对比结果,如表 4 所示。

表 4摇 二进制链表与区分链表的实验结果的比较

数据集名称 论域数目 U 原属性个数 C
链表的结点数

二进制链表 区分链表

创建链表所用的时间 / s

二进制链表 区分链表

Lenses 24 5 0 0 0 0

zoo 101 16 12 105 0. 006 0. 011

balance鄄scale 625 4 0 0 0. 045 0. 071

Tic鄄tac鄄toe 958 9 36 207832 0. 127 0. 156

car 1728 6 0 0 0. 231 0. 429

chess 3196 36 2 18 2. 566 4. 104

摇 摇 由表 4 可知,二进制链表中的结点数远小于 |U | 2,
二进制链表的空间复杂度不会大于区分链表的空间复

杂度并且从结点数量上看二进制链表的结点数量可以

与区分链表的数量相等例如:基于 Lenses, balance鄄
scale 和 car 的数据集二进制链表和区分链表的结点数

均为 0 是因为数据集中没有相对必要的属性,所有结

点都可以根据核属性删除,除了这 3 个数据集之外,区
分链表的结点都比二进制链表的结点多,最少的是基

于 zoo 的数据集,其结点数达到了 8 倍多,最多的是基

于 Tic鄄tac鄄toe 数据集由于该数据集没有核属性,区分

链表无法根据核属性对链表进行简化。
再从时间效率上看,二进制链表的创建时间比区

分链表少并且随着数据集论域数目的增加,两种链表

的创建时间差距越来越大。
此外,结合算法 1 和算法 2,从 UCI 数据集中选取

6 个数据集进行实验,分别给出通过二进制链表,区分

链表以及二进制差别矩阵进行约简的运行时间对比,
结果如表 5 所示。
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表 5摇 基于二进制链表和其他约简算法的运行时间对比

数据集名称 论域数目 U 原属性个数 C
约简后属性

个数 R

算法运行时间 / s

区分链表 文中算法 二进制差别矩阵

zoo 101 16 5 0. 288 0. 284 0. 294

BreadCancer 367 9 7 0. 350 0. 346 0. 352

balance鄄scale 625 4 4 0. 383 0. 364 0. 386

car 1728 6 6 0. 780 0. 678 0. 85

chess 3196 36 28 6. 221 5. 657 6. 986

letter鄄recognition 20000 16 12 330. 220 190. 285 241. 664

摇 摇 由表 5 可知,基于二进制链表的算法比另外两种

算法的运行时间要少,同时也可以看出,数据集中记录

数目的增加会导致文中算法与另外两种算法的运行时

间差距增大。 实验结果表明本文算法与基于区分链表

以及文献[14]二进制差别矩阵算法相比,具有更小的

时间复杂度。

6摇 结束语

属性约简是研究粗糙集理论的一个重要研究部

分,提出一种新的链表结构:二进制链表来消除矩阵中

的冗余元素,最后提出一种属性约简算法。 下一步的

工作是将该算法应用到分类算法中,利用约简后得到

的约简集构建分类器,提高分类器泛化能力。
致谢:感谢成都信息工程大学中青年学术带头人科研基金项目

(J201609)对本文的支持
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Attribute Reduction with Rough Set based on Binary Linked List
SONG Jian,摇 JIANG Yu,摇 LI Dong,摇 BAOYANG Wanying

(College of Software Engineering, Chengdu University of Information Technology,Chengdu 610225,China)

Abstract:The difference matrix is a method used by many scholars to calculate the attribute reduction of rough sets. This
method is widely used because it is simple, intuitive and easy to understand, but the redundant elements contained in
the difference matrix are not only take no effect on attribute reduction, but also have the problem of high cost of spatial
storage. In order to eliminate these redundant elements, a new storage structure is proposed: a binary linked list. All re鄄
petitive elements and parent set elements in the discernibility matrix are deleted by bit operation to reduce the storage
space of discernibility information. In order to verify the validity of the binary linked list, a new attribute reduction algo鄄
rithm is proposed. The method is tested by multiple sets of data sets in the UCI database, and the experimental results
are compared with other algorithms. The proposed algorithm can get the attribute reduction set faster and can effectively
reduce the storage space.
Keywords:rough set;attribute reduction;discernibility matrix;binary linked list;bit operations
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