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基于 Armijo 搜索步长的几种共轭梯度法的分析对比

黄摇 飞,摇 吴泽忠
(成都信息工程大学应用数学学院,四川 成都 610225)

摇 摇 摘要:共轭梯度法是解决无约束优化问题的一种重要方法,使用不精确的 Armijo 搜索步长的方法,利用 MAT鄄
LAB 工具对 FR 共轭梯度法、PRP 共轭梯度法、HS 共轭梯度法 3 种方式的收敛效果进行对比。 结果表明:在低次函

数里使用 FR 共轭梯度法效果较好,在高次函数里使用 PRP 共轭梯度法或 HS 共轭梯度法的收敛效果较好,并且在

函数波动较大时,初值的选择应尽量靠近收敛点,才能有不错的收敛效果。
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0摇 引言

共轭梯度法期初是由 Hesteness 和 Stiefel 在 20 世

纪中叶,为了求解线性方程组[1] 而提出来的,随后,在
各国科学家的努力下,将这种方法推广到求解无约束

最优化问题[2],共轭梯度法逐渐成为一种重要的最优

化方法,共轭梯度法是一种介于最速下降法与牛顿法

之间的一种求解无约束最优化的方法,这种方法仅需

要目标函数以及梯度函数值[3],利用已知点处的梯度

构造一组共轭向量,然后利用这组方向基于 Armijo 搜

索方法[4]进行搜索,便可以求出目标函数的极小值。
并且具有收敛较快的优点。 由于共轭梯度法有上述优

点,共轭梯度法在信号处理、遥感技术、航空航天、大型

工业等领域都有较为重要的作用,所以共轭梯度法的

研究也成了很多学者热衷的研究方向,针对不同的共

轭梯度法,取不同的初值以及各种类型的函数,来分析

各种共轭梯度法的优缺点,以解决在实际问题中,求解

无约束优化问题的时候,能选择适当的共轭梯度法进

行求解,达到提高计算效率的目的。

1摇 预备知识

因为共轭梯度法可以用来计算一个函数的极小

点,所以考虑如下形式方程的最小值:
min
x沂Rn

f(x) (1)

f(x) 是一个连续可微的函数,其共轭梯度法的迭

代公式为

x(k+1) = x(k) + 姿kd(k) (2)

d(k) =
- gk,摇 k = 1

- gk + 茁kd(k-1),摇 k 叟
{

2
(3)

其中, d(k) 是搜索方向; gk 为 x(k) 点处的梯度; 茁k

为计算因子,在不同的共轭梯度法中,计算因子各不相

同; 姿k 为步长因子。
在这个迭代公式中, x(k) 会沿着搜索方向 d(k) 搜

索,并且希望 x(k) 在这个搜索方向上能搜索到最小值,
所以,步长因子 姿k 满足下面的条件:

姿k = arg min
姿叟0

{ f(x(k) + 姿dk)} (4)

经过各国数学家的努力,共轭梯度法的发展也越

来越深入,出现了多种不同方法的共轭梯度法,例如

FR 共轭梯度法、PRP 共轭梯度法、HS 共轭梯度法、DY
共轭梯度法、LS 共轭梯度法、CD 共轭梯度法等[2,5-9],
文中对前 3 种常见的共轭梯度法进行对比。

1. 1摇 FR 共轭梯度法

共轭梯度法最初由 Hesteness 和 Stiefel 于 1952 年

提出,最初是为了求解线性方程组,后来 Fletcher 等首

次提出了一种非线性的共轭梯度法,也就是现在最常

见的 FR 共轭梯度法,FR 法中的因子 茁k 表达式为

茁k =
椰gk+1椰2

椰gk椰2 , k 叟1,gk 屹0 (5)

对于 FR 方法的收敛性而言,如果选择这种步长

规则,可能在计算过程中不能产生很好的数值效果,因
为在这种迭代的过程中,Powell 在精确的线性搜索基



础上分析得出,如果出现了一个较小的步长,那么可能

导致迭代过程中出现很多非常小的步长,影响迭代的

次数[10]。

1. 2摇 PRP 共轭梯度法

1969 年,PRP 共轭梯度法首次由 Polyak[5] 提出,
PRP 法在实际使用时是数值表现很好的一种共轭梯度

法之一,PRP 法中的因子 茁k 表达式为

茁k =
gT
k(gk - gk-1)
椰gk-1椰2 , k 叟1,gk 屹0 (6)

PRP 法有效地避免了 FP 法中可能出现连续小步

长的不足,但是对于 PRP 法是否比 FP 法收敛更快,不
同的学者持不同的态度,有人认为 PRP 比 FP 法更好,
而有人也认为两种算法各有各自的优点[3]。

1. 3摇 HS 共轭梯度法

HS 共轭梯度法由 Hestenes 和 Stiefel 提出[6],HS
法有着和 PRP 算法类似的性质,并且数值效果也较为

不错,HS 法中的因子 茁k 表达式为

茁k =
gT
k(gk - gk-1)

dT
k-1(gk - gk-1)

,摇 k 叟1,gk 屹0 (7)

HS 算法不依赖于任何步长规则,对于不同的步长

规则,都有 dT
k+1(gk+1 - gk) = 0, 由于 HS 算法有很好的

性质,很多学者对其进行了后续的修改,逐步对该算法

进行了更好的改进。

1. 4摇 Armijo 搜索步长

在共轭梯度法中,使用精确一维搜索步长的方法

时,对于有最小值的二次凸函数来说,使用精确的一维

搜索的共轭梯度法具有二次终止性,也就是只需要迭

代两次就能将一个二次凸函数收敛到最小值,但是对

于稍加复杂的多维高次函数,这种搜索方法带来大量

的计算,需要付出较大的努力[11]。 所以,文中采取了

利用了一种不精确的 Armijo 条件来搜索步长,该方法

也为近年来研究较多的一个方法[12-15],其中这个步长

计算的终止条件为

f(x( j) +姿 jd( j))-f(x( j))£ 啄姿 jgT
j d( j) (8)

姿 j =滓m (9)
其中 x( j) 表示初始点 x0 第 j 次迭代后得到的值,

姿 j 表示第 j 次迭代的步长, d( j) 表示第 j 次迭代的搜索

方向, 啄 沂 (0,1) 为常数, 滓 沂 (0,1) 为常数,且只有

m 沂 N + 为未知数,所以步长 姿 j 由最小的正整数 m 值

确定。

1. 5摇 共轭梯度法算法步骤

使用共轭梯度法求解 min f(x) ,共轭梯度法的计

算步骤如下:
Step1:给定初始点 x(1),设置允许的误差为 着>0,

令 y(1)= x(1),d(1)= -Ñf(y(1)),k= j=1;
Step2:如果椰Ñf(y( j))椰<着,则停止计算;否则,使

用 Armijo 搜索步长,计算

f(x( j) + 姿 jd( j)) - f(x( j)) £ 啄姿 jgT
j d( j) (10)

姿 j = 滓m (11)
根据取值范围,取 啄 = 0. 4, 滓 = 0. 6, g j = Ñf(x( j))

令 y( j +1) = y( j) + 姿 jd( j) ;
Step3:如果 j < n (n 为 f(x) 中未知数的个数),则

进行 Step4;否则,执行 Step5;
Step4:令 d( j +1) = - Ñf(y( j +1)) + 茁 jd( j), 其中不同的

共轭梯度法,计算因子 茁 j 不同, 茁 j 的计算公式上文已

经给出。 令 j = j + 1, 转到 Step2;
Step5:令 x(k+1) = y(n+1),y(1) = x(k+1),d(1) = -Ñf(y(1) ),

令 j=1,k= k+1,转到 Step2.

2摇 算法案例

此次计算实验是基于 MATLAB(R2014a),通过带

入不同的初值 x0, 以及这 3 种共轭梯度法,对不同的

函数进行迭代求解最小值,并得到计算结果 x ,迭代次

数 k ,函数的最小值 val ,希望得到的最小值尽可能的

接近于函数的最小值,并且若精度太小会使迭代步数

太大,设置精度为 10-10,若函数在此精度下收敛步数

太大或者函数过于复杂,可以将精度适当增加到 10-6。
由于采用的是不精确的 Armijo 条件来搜索步长,所以

有可能出现迭代结果一直达不到精度要求,所以需要

设置迭代次数上限为 50000 次,从而比较不同的初值

与不同的共轭梯度法的类型对函数收敛速度的影响,
有助于分析每种共轭梯度法的优缺点。

2. 1摇 考虑二次函数无约束优化问题

实例 1摇 min f(x) = x2
1 + 1

2 x2
2 + 1

2 x2
3

设置精度为 10-10,对于三元函数,选取 3 个相同

的值作为初始值,再选取 3 个距离较远的值作为初始

值,以便对不同共轭梯度法的收敛速度进行分析,所以

选取了 2 个初始点分别为(20,20,20),(20,50,80),
计算得到的结果见表 1、表 2。
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表 1摇 实例 1 初始值为(20,20,20)计算结果

计算方法 初始值 x0 迭代次数 k 计算结果 x (伊10-10) 最小值

FR 法 (20,20,20) 18 (-0. 0637,-0. 1066,-0. 1066) 1. 5419伊10-22

PRP 法 (20,20,20) 25 ( 0. 2392,-0. 1632,-0. 1632) 8. 3886伊10-23

HS 法 (20,20,20) 29 ( 0. 2711,-0. 1399,-0. 1399) 9. 3069伊10-22

表 2摇 实例 1 初始值为(20,50,80)计算结果

计算方法 初始值 x0 迭代次数 k 计算结果 x( 伊 10 -10) 最小值

FR 法 (20,50,80) 20 (-0. 0641, 0. 3515, 0. 5674) 6. 3132伊10-23

PRP 法 (20,50,80) 21 (-0. 1014,-0. 0326,-0. 0521) 1. 2178伊10-22

HS 法 (20,50,80) 28 (-0. 0668,-0. 2183,-0. 3493) 8. 9273伊10-22

摇 摇 比较分析:该函数是一个结构相对简单三元二次

函数,由表 1、表 2 中的迭代次数可以看出,初值对于

这 3 种算法迭代次数的影响较小,但是又有一定影响,
在初始值相同的情况下,FR 法的收敛速度最快,PRP
法的收敛速度较快,HS 法的收敛速度最慢。 由函数可

以很容易得到函数的最小值点为(0,0,0),所以可以

看出(20,50,80)到原点的距离比(20,20,20)远,但是

在 PRP 法与 HS 法中,初值较远的点反而收敛速度更

快,得出 FR 收敛速度最快,PRP 法收敛速度较快,HS

法收敛速度较慢,并且初值对收敛速度有一定的影响,
但是影响比较小。

实例 2摇 min f(x) = x2
1 - x1x2 + x2

2 + 2x1 + 4x2

设置精度为 10-10,对于二元函数,选取 2 个相同

的值作为初始值,再选取 2 个距离较远的值作为初始

值,以便对不同共轭梯度法的收敛速度进行分析,所以

选取的 2 个初始点分别为(20,20),(20,50),计算结

果见表 3、表 4。

表 3摇 实例 2 初始值为(20,20)计算结果

计算方法 初始值 x0 迭代次数 k 计算结果 x 最小值

FR 法 (20,20) 53 (-2. 6667,-3. 3333) -9. 3333

PRP 法 (20,20) 104 (-2. 6667,-3. 3333) -9. 3333

HS 法 (20,20) 40 (-2. 6667,-3. 3333) -9. 3333

表 4摇 实例 2 初始值为(20,50)计算结果

计算方法 初始值 x0 迭代次数 k 计算结果 x 最小值

FR 法 (20,50) 174 (-2. 6667,-3. 3333) -9. 3333

PRP 法 (20,50) 69 (-2. 6667,-3. 3333) -9. 3333

HS 法 (20,50) 36 (-2. 6667,-3. 3333) -9. 3333

摇 摇 比较分析:从表 3、表 4 可以看出,FR 在初始值为

(20,20)时迭代次数为 53,在初始值(20,50)时迭代次

数为 174,相差比较明显,所以初始值对 FR 法的影响

较大,PRP 法在不同初始值下迭代次数分别是 104,
69,相差也是比较明显,但是差异比 FR 法较小,HS 法

在不同初始值下迭代次数分别是 40,36,相差相对较

小,在初始值不同的时候相对稳定。 并且在 PRP 法与

HS 法中,初始值较远的(20,50)迭代到最小值的速度

更快,说明不是越靠近计算结果的初始值,迭代次数越

快,可以得到在这个函数中,HS 法的收敛速度最快,
FR 法与 PRP 法收敛速度根据初始值的不同,收敛速

度变化较大,无法比较收敛速度。
实例 3摇 min f(x)= (-x1+x2+x3) 2 +(x1-x2+x3) 2 +

(x1+x2-x3) 2

设置精度为 10-10,对于三元函数,同样选择(20,
20,20),(20,50,80)两个点作为初始值,计算得到的

结果见表 5、表 6。
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表 5摇 实例 3 初始值为(20,20,20)计算结果

计算方法 初始值 x0 迭代次数 k 计算结果 x( 伊 10 -10) 最小值

FR 法 (20,20,20) 14 (-0. 2333,-0. 2333,-0. 2333) 1. 6327伊10-21

PRP 法 (20,20,20) 19 (-0. 0075,-0. 0075,-0. 0075) 1. 6973伊10-24

HS 法 (20,20,20) 28 ( 0. 1105, 0. 1105, 0. 1105) 3. 6653伊10-22

表 6摇 实例 3 初始值为(20,50,80)计算结果

计算方法 初始值 x0 迭代次数 k 计算结果 x( 伊 10 -10) 最小值

FR 法 (20,50,80) 26 ( 0. 1749, 0. 1445, 0. 1142) 7. 0046伊10-22

PRP 法 (20,50,80) 33 ( 0. 0364, 0. 0318, 0. 0273) 3. 2067伊10-23

HS 法 (20,50,80) 38 ( 0. 0709, 0. 1175, 0. 1640) 5. 8737伊10-22

摇 摇 比较分析:从表 5、表 6 可以看出,初始值为(20,
20,20)时,3 种共轭梯度法的迭代次数分别为 14,19,
28,当初始值为(20,50,80)时,迭代次数分别为 26,
33,38,表明不同的初始点取值对迭代次数的影响较

大,对不同的共轭梯度法迭代次数进行对比,发现在相

同的初始值下,FR 法收敛速度最快,PRP 法收敛速度

较快,HS 法收敛速度最慢。
通过前面 3 个不同的二次函数的实例,在实例 1

与实例 3 中,FR 法收敛速度最快,PRP 法收敛次数较

快,HS 法收敛速度最慢,但是在实例 2 中,HS 法收敛

速度是最快的,FR 法和 PRP 法受初值影响较大,无法

判断收敛速度快慢,由资料得知,在 FR 法中,若迭代

过程中出现较小的步长,极有可能在接下来的计算中

连续出现非常多的小步长[10],这样便增加了迭代次

数,造成该算法的迭代效率不佳,故在实例 2 中,FR 法

的迭代过程中极有可能出现了非常多的小步长,总的

来说,在低次函数中,FR 法出现小步长的概率比较小。
所以在低次函数中,使用 FR 法较好。 根据文献[3],
学者认为 PRP 法与 HS 法效率相差无几,甚至 PRP 法

应该优于 HS 法。 根据以上的数值实验,可以看出时

而 PRP 法优于 HS 法,时而 HS 法优于 PRP 法,所以

PRP 法与 HS 法的优劣还需进一步计算。

2. 2摇 考虑含有三角函数的二元二次函数无约束优化

问题

摇 摇 实例 4摇 min f(x)= x2
1 +x2

2 -100cos(2仔x1) -100cos
(2仔x2)+20

对于该函数,同样设置精度为 10-10,结合以上实

例考虑的因素,应选取 2 个相同的值作为初始值,并选

择两个距离较远的值作为初始值,并且由于该函数在

0 点附近的波动较大,故选取 2 个初始值分别为(0. 2,
0. 2),(0. 2,0. 4),计算得到的结果见表 7、表 8。

表 7摇 实例 4 初始值为(0. 2,0. 2)计算结果

计算方法 初始值 x0 迭代次数 k 计算结果 x( 伊 10 -8) 最小值

FR 法 (0. 2,0. 2) 8 (-0. 3005,-0. 3005) -180

PRP 法 (0. 2,0. 2) 8 (-0. 4118,-0. 4118) -180

HS 法 (0. 2,0. 2) 8 (-0. 7471,-0. 7471) -180

表 8摇 实例 4 初始值为(0. 2,0. 4)计算结果

计算方法 初始值 x0 迭代次数 k 计算结果 x( 伊 10 -8) 最小值

FR 法 (0. 2,0. 4) 8 (-1. 5930,-1. 7750) -180

PRP 法 (0. 2,0. 4) 10 (-0. 1850,-0. 4617) -180

HS 法 (0. 2,0. 4) 12 (-0. 1142,-0. 2883) -180

摇 摇 比较分析:由于该函数的波动较大,所以对初始值

的选取有一定的要求,经过测试,初始值选取较大的数

值都不能通过该共轭梯度法收敛到最小值,故证明了

初始值对震荡较大的函数影响较大,并且由表 7、表 8

可知,3 种共轭梯度法在不同的初始值下迭代次数都

比较接近,并且 FR 法小优于 PRP 法,PRP 法小优与

HS 法。
由以上 4 个实例可以看出,在二次或低次函数中,
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FR 法的收敛速度比较好,PRP 法与 HS 法收敛速度接

近,并且在多次计算中,PRP 法要小优于 HS 法。

2. 3摇 考虑高次函数无约束优化问题

实例 5摇 min f(x)(x2-2x1) 2+(x2-2) 4

该函数为二元四次函数,由于该函数的次数较高,
在试验时发现很难达到精度要求,所以为了更好地对

3 种共轭梯度法进行对比分析,将精度调整到 10-6,再
选择初始点分别为(20,20),(20,50),使用共轭梯度

法进行迭代计算,得到的结果见表 9、表 10。

表 9摇 实例 5 初始值为(20,20)计算结果

计算方法 初始值 x0 迭代次数 k 计算结果 x 最小值

FR 法 (20,20) 6116 (0. 9970,1. 9940) 1. 2712伊10-9

PRP 法 (20,20) 4706 (1. 0033,2. 0065) 1. 8272伊10-9

HS 法 (20,20) 2916 (1. 0032,2. 0063) 1. 6084伊10-9

表 10摇 实例 5 初始值为(20,50)计算结果

计算方法 初始值 x0 迭代次数 k 计算结果 x 最小值

FR 法 (20,50) 6107 (1. 0030,2. 0060) 1. 2702伊10-9

PRP 法 (20,50) 4196 (1. 0033,2. 0065) 1. 8098伊10-9

HS 法 (20,50) 2910 (1. 0032,2. 0063) 1. 6094伊10-9

摇 摇 分析比较:从表 9、表 10 可以看出,不同的初始值

对同种共轭梯度法的影响较小,FR 法的迭代次数均为

6000 多次,PRP 法迭代次数均为 4000 多次,HS 法迭

代次数均为 2000 多次,那么可以非常明显地看出,HS
法收敛速度最快,PRP 法收敛速度较快,FR 法收敛速

度较慢。

摇 摇 实例 6摇 min f(x)= 1
3 x6

1-2. 1x4
1-4x4

2+x1x2+4x2
1-4x2

2

该函数为二元六次函数,与例 5 同样将精度调整
到 10-6,由于在初始点离收敛点较大时,不能在规定的
迭代次数下迭代到符合精度要求的最小值,所以初值
分别选择了(1,1)和(1,5)两个值,使用共轭梯度法进
行计算,得到的结果见表 11、表 12。

表 11摇 实例 6 初始值为(1,1)计算结果

计算方法 初始值 x0 迭代次数 k 计算结果 x 最小值

FR 法 (1,1) 19 (-0. 0898, 0. 7227) -1. 0316

PRP 法 (1,1) 13 (-0. 0898, 0. 7227) -1. 0316

HS 法 (1,1) 13 (-0. 0898, 0. 7227) -1. 0316

表 12摇 实例 6 初始值为(1,5)计算结果

计算方法 初始值 x0 迭代次数 k 计算结果 x 最小值

FR 法 (1,5) 21 (-0. 0898, 0. 7227) -1. 0316

PRP 法 (1,5) 14 (-0. 0898, 0. 7227) -1. 0316

HS 法 (1,5) 17 (-0. 0898, 0. 7227) -1. 0316

摇 摇 分析比较,从表 11、表 12 可以看出,对于相同的

初始点,PRP 法收敛速度最快,HS 法收敛速度较快,
FR 法收敛速度一般。 当初始值不同时,FR 法与 PRP
法的迭代次数变化不大,HS 法有较小的变化。

实例 5、6 中,FR 法的收敛速度都是最慢的,说明

在高次函数下,FR 法容易出现较小的步长,从而造成

收敛次数增加,在实例 5 中,HS 法优于 PRP 法,但是

在实例 6 中,PRP 法优于 HS 法,所以可以认为这两种

方法无法分出优劣。 从初始值不同的角度来说,在高

次函数下,不同的初始值对函数的迭代次数影响较小。

3摇 结束语

采用基于 Armijo 条件的共轭梯度法来解决求无

约束优化中最小值的问题,讨论了 3 种不同的共轭梯

度法对于不同函数的收敛速度,并给出了对于不同种

312第 2 期摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 黄摇 飞,等:基于 Armijo 搜索步长的几种共轭梯度法的分析对比



类的函数使用共轭梯度法的建议。 由于 Armijo 条件

搜索步长是一种不精确的搜索步长的方法,所以没有

精确搜索步长的共轭梯度法的一些特征,比如对于二

次凸函数的二次终止性,也就是对于二次凸函数,精确

搜索步长的共轭梯度法可以很快地得到最优解,但是,
精确搜索步长的共轭梯度法在处理较为复杂的函数

时,造成了大量的计算,以至于无法得出最后的最优

解,为了减少计算量,选择了 Armijo 条件作为步长搜

索的工具,计算出很多精确搜索步长的共轭梯度法没

法计算的函数,对此,为了减少迭代次数这一目的,应
在函数为二次凸函数时,采用精确搜索步长的共轭梯

度法求解,在函数较为复杂的情况下,使用文中的基于

Armijo 条件的共轭梯度以及给出的建议进行求解,以
达到减少迭代次数这一目的。

通过以上的计算以及分析,发现在二次函数中,使
用 FR 法的收敛速度一般都比较快,PRP 法与 HS 法在

不同的函数中各有优势。 文中测试的 4 个二次函数

中,只在一次测试中是 FR 法收敛速度最慢,是由于原

函数的梯度较大,造成出现了较小的步长,所以出现了

FR 法收敛缓慢的问题,同时对比不同的初始点对共轭

梯度法的影响,不同的初始点对共轭梯度法迭代次数

的影响也较大。 在含有三角函数的二次函数里,也就

是函数变成了相对复杂的振荡函数,计算发现很多初

始点不能在设置的迭代步数里迭代出最终的答案,故
只能在初始值很接近于最小计算结果的时候,才能很

快得出计算结果。 最后,分别在四次函数和六次函数

下对 3 种函数进行对比,发现在高次函数下,不同的初

始值对迭代次数的影响较小,PRP 法与 HS 法的收敛

速度都比 FR 法快,但是依然无法比较 PRP 与 HS 法

的收敛速度的快慢。 综上所述,在解决无约束优化问

题时,低次函数求最小值使用 FR 法较快,高次函数求

最小值用 PRP 法或 HS 法较快,在震荡幅度较大的函

数中与低次函数中,初值的选择也十分重要,应尽量在

接近最小值的地方选取初始值。
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Analysis and Comparison of Several Conjugate Gradient
Methods based on Armijo Search Step Length

HUANG Fei,摇 WU Zezhong
(College of Applied Mathematics,Chengdu University of Information Technology,Chengdu 610225,China)

Abstract:Conjugate gradient method is an important method to solve the problem of unconstrained optimization. In this
paper, the method of inaccurate Armijo鄄type line search is used, the convergence effects of FR conjugate gradient meth鄄
od, PRP conjugate gradient method and HS conjugate gradient method were compared using MATLAB tools. The results
show that the FR conjugate gradient method is better in subharmonic function better convergence using PRP conjugate
gradient method or HS conjugate gradient method in higher order functionshen the function fluctuates greatly, the initial
value should be chosen as close as possible to the convergence point in order to have a good convergence effect.
Keywords:applied mathematics;optimization theory;FR conjugate gradient method;PRP conjugate gradient method;HS
conjugate gradient method;unconstrained optimizations;Armijo鄄type line search
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