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灰色关联分析模型数据预处理算子的若干性质

郭摇 弘,摇 陈勇明
(成都信息工程大学应用数学学院,四川 成都 610225)

摇 摇 摘要:在对一个系统进行关联分析时,邓氏灰色关联分析模型常采用的数据预处理算子有初值化算子、均值化

算子、逆化算子和倒数化算子。 不同算子进行数据预处理后计算的灰色关联度一般不同,研究算子的性质及如何

选用成为灰色关联分析模型的重要问题。 讨论了初值化和均值化算子之间关系的性质及其在计算灰色关联度中

的一些联系,得到邓氏灰色关联度为 1 关于初值化算子的等价条件和关于均值化算子的充分条件,进而证明了初

值化得到的邓氏关联度为 1 是均值化得到邓氏关联度为 1 的充分条件,同时证明了逆化算子和均值化算子之间关

系的性质。
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0摇 引言

邓聚龙教授提出的灰色关联分析模型(邓氏灰色关

联分析模型) [1]是分析一个系统中的人们感兴趣的某行

为特征与其相关联的因素之间关联程度的常用模型。
例如对学生的成绩感兴趣,成绩则称为行为特征,与成

绩相关的因素有智力水平、学习时间、用功程度、健康状

况等多种因素,希望知道众多的可能因素与行为特征的

关联程度哪些大哪些小。 灰色关联分析的基本思想是

将系统中的行为特征的时间序列与其相关联因素的时

间序列分别对应于直角坐标系中的点,再将相邻点依次

连接成折线,然后根据折线的几何形状的相似程度判断

其对应的因素与特征行为之间的关联是否紧密,相似程

度越大则关联程度越大,反之则越小。 由于行为特征序

列及各相关因素序列的量纲往往互不相同,进行关联分

析时需要对各序列进行数据无量纲化预处理,初值化算

子、均值化算子、逆化算子和倒数化算子是邓氏灰色关

联分析模型的 4 种常用算子[2-5],在实际应用中被广泛

采用[6-11]。 不同数据预处理算子建立的灰色关联分析

模型所得的关联度和进而得到的关联序一般是不同的,
如何选择预处理算子以及探讨不同算子之间的关系成

为一个重要的研究问题[12-14]。 为此分析初值化算子与

均值化算子之间关系的若干性质,并揭示利用这两种不

同预处理算子建立邓氏灰色关联分析模型的结果之间

的一些联系。 同时给出了逆化算子和倒数化算子之间

关系的性质和证明。

1摇 预备知识

初值化算子、均值化算子、逆化算子、倒数化算子
以及邓氏灰色关联度的基础知识如下。

定义 1[1] 摇 设序列 X i =(xi(1),xi(2),…,xi(n)),
X iD1 =(xi(1)d1,xi(2) d1,…,xi(n) d1),其中 D1 为序
列算子,xi(k)d1 = xi(k) / xi(1),xi(1)屹0,k = 1, 2, …,
n,则称 D1 为初值化算子,X iD1 为 X i 在初值化算子 D1

下的像,简称初值像。
定义 2[1]设序列 X i = ( xi(1),xi(2),…,xi( n)),

X iD2 =(xi(1)d2,xi(2) d2,…,xi(n) d2),其中 D2 为序

列算子,其中 xi(k)d2 = xi(k) / X
-

i,X
-

i =
1
n 移

n

k=1
xi(k),k = 1,

2, …,n,则称 D2 为均值化算子,X iD2 为 X i 在均值化
算子 D2 下的像,简称均值像。

定义 3[1]设序列 X i = ( xi(1),xi(2),…,xi( n)),
X iD3 =(xi(1)d3,xi(2) d3,…,xi(n) d3),其中 D3 为序
列算子,xi(k)d3 = 1-xi(k),k = 1, 2, …,n. 则称 D3 为
逆化算子,X iD3 为 X i 在逆化算子 D3 下的像,简称逆
化像。

定义 4[1]设序列 X i = ( xi(1),xi(2),…,xi( n)),
X iD4 =(xi(1)d4,xi(2) d4,…,xi(n) d4),其中 D4 为序
列算子,xi(k)d4 = 1 / xi( k),xi(1)屹0,k = 1, 2, …,n,
则称 D4 为倒数化算子,X iD4 为 X i 在倒数化算子 D4

下的像,简称倒数化像。
设 X0 =(x0(1),x0(2),…,x0(n))为某系统的特

征行为序列,与之相关联的因素序列为
X1 =(x1(1),x1(2),…,x1(n))
Xm =(xm(1),xm(2),…,xm(n))
由邓氏灰色关联度模型[1],称

酌(x0(k),xi(k))=



min
i
min

j
讦x0(j)dt-xi(j)dt讦+孜max

i
max

j
讦x0(j)dt-xi(j)dt讦

讦x0(k)dt-xi(k)dt讦+孜max
i
max

j
讦x0(j)dt-xi(j)dt讦

(1)
为因素 X i 与特征行为 X0 的第 k 个灰色关联系数,其
中 孜沂(0,1);k=1, 2, …, n; t=1,2,3,4;dt 含义如定
义 1 到定义 4 所示。 称

酌(X0,X i)=
1
n 移

n

k=1
酌(x0(k),xi(k)) (2)

为因素 X i 与特征行为 X0 的灰色关联度。
邓氏灰色关联度计算步骤如下(数据预处理过程

采用初值化算子或均值化算子):
第 1 步摇 对特征行为序列 X0 和因素序列 X i( i =

1,2,…,m)用初值化算子或均值化算子作数据预处理
得到序列

X iDt =(xi(1)dt,xi(2)dt,…,xi(n)dt)
i=1, 2,…,m;t=1,2,3,4

其中 Dt 为初值化算子 D1 或均值化算子 D2。
第 2 步摇 求序列 X0 和 X i 的初值像(或均值像)对

应分量之差的绝对值序列 驻i,i=1,2,…,m。
驻i =(驻i(1),驻i(2),…,驻i(n))
驻i(k)= 讦x0dt-xidt讦 (3)
第 3 步摇 求 驻i(k)= 讦x0dt-xidt讦( i = 1,2,…,m;

k=1, 2, …,n)的最大值与最小值。
～M=max

i
max

k
驻i(k)

～m=min
i

min
k

驻i(k) (4)
第 4 步摇 求灰色关联系数。

摇 酌(x0(k),xi(k))=
軒m+孜軒M

驻i(k)+孜軒M
摇 孜沂(0,1)

摇 i=1,2,…,m;k=1, 2, …, n (5)
第 5 步摇 求灰色关联度。

酌(X0,X i)=
1
n 移

n

k=1
酌(x0(k),xi(k))摇 i=1,2,…,m

(6)

2摇 主要结果及证明

下面给出反映初值化算子与均值化关系的一些性
质以及在计算邓氏灰色关联度中的一些联系,同时给出
反映逆化算子和倒数化算子关系的一些性质及证明。

性质 1 摇 设序列 X0、X i 的初值像分别为 X0D1、
X iD1,序列 X0、X i 的均值像分别为 X0D2、X iD2,则 X0D1

=X iD1圳X0D2 =X iD2。
证明摇 设序列 X0 = (x0(1),x0(2),…,x0(n)),X i

=(xi(1),xi(2),…,xi( n))的初值像分别为 X0D1 =
(x0(1)d1,x0(2) d1,…,x0(n) d1),X iD1 = ( xi(1) d1,xi

(2)d1,…,xi( n) d1 )。 又设 X0、X i 的均值像分别为
X0D2 =(x0(1)d2,x0(2)d2,…,x0(n)d2),X iD2 = (xi(1)
d2,xi(2)d2,…,xi(n)d2)

(i)“坩冶 先证 X0D2 =X iD2圯X0D1 =X iD1。
由定义 2,有

x0(k)= x0(k)d2·X
-

0,摇 xi(k)= xi(k)d2·X
-

i

其中,

X
-

0 =
1
n 移

n

k=1
x0(k)摇 X

-

i =
1
n 移

n

k=1
xi(k)

又由定义 1 得

x0(k)d1 =
x0(k)
x0(1)

=
x0(k)d2·X

-

0

x0(1)d2·X
-

0

=
x0(k)d2

x0(1)d2

k=1,2, …,n

xi(k)d1 =
xi(k)
xi(1)

=
xi(k)d2·X

-

i

xi(1)d2·X
-

i

=
xi(k)d2

xi(1)d2

k=1,2, …,n
由已知 X0D2 = X iD2,则有 x0(k) d2 = xi(k) d2,k = 1,2,
…,n。 所以 x0(k)d1 = xi(k)d1,k = 1,2, …,n,即 X0D1

=X iD1。
(ii)“圯冶再证 X0D1 =X iD1圯X0D2 =X iD2。

由定义 1,有
x0(k)= x0(k)d1·x0(1) ,摇 xi(k)= xi(k)d1·xi(1)
又由定义 2 得

x0(k)d2 =
x0(k)

X
-

0

=
x0(k)d1·x0(1)

1
n 移

n

k=1
[x0(k)d1·x0(1)]

=
x0(k)d1

1
n 移

n

k=1
[x0(k)d1]

xi(k)d2 =
xi(k)

X
-

i

=
xi(k)d1·xi(1)

1
n 移

n

k=1
[xi(k)d1·xi(1)]

=
xi(k)d1

1
n 移

n

k=1
[xi(k)d1]

k=1,2, …,n
已知 X0D1 =X iD1,即 x0(k)d1 = xi(k)d1 摇 k=1,2, …,n

所以有
x0(k)d1

1
n 移

n

k=1
[x0(k)d1]

=
xi(k)d1

1
n 移

n

k=1
[xi(k)d1]

即 x0( k) d2 = xi ( k) d2 摇 k = 1,2, … n。 所以 X0D2 =
X iD2。

综合(i)和(ii)知结论成立。
性质 2摇 设序列 X0 = (x0(1),x0(2),…,x0(n)),

X i =(xi(1),xi(2),…,xi(n))的初值像分别为 X0D1 =
(x0(1) d1,x0(2) d1,…,x0( n) d1 ),X iD1 = ( xi(1) d1,
xi(2)d1,…,xi(n)d1),又设经初值化算子作数据预处
理后所求的邓氏灰色关联度为 酌(1)

0i 。 则 酌(1)
0i = 1圳

X0D1 =X iD1。
在证明性质 2 前,先证明一个引理。
引理 1摇 设 X0 = ( x0(1),x0(2),…,x0(n)),X i =
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(xi(1), xi (2),…, xi ( n)) 的初值像分别为 X0D1 =
(x0(1)d1,x0(2) d1,…,x0( n) d1 ),X iD1 = ( xi(1) d1,
xi(2)d1,…,xi(n)d1),若 | x0(k)d1-xi(k)d1 | = c,其中 c
为常数,k=1,2, …,n。 则 X0D1 =X iD1。

证明摇 由定义 1 可知 xi(k) d1 = xi(k) / xi(1),k =
1,2, …,n,则

xi(1)d1 =1摇 i=1,2,…,m
于是 x0(1)d1-xi(1)d1 =0。

由已知摇 x0(k)d1-xi(k)d1 = c
其中 c 为常数,k=1, 2, …, n。 可得

x0(1)d1-xi(1)d1 = c=0
即 | x0(k)d1-xi(k)d1 | = 0
所以 x0(k)d1 = xi(k)d1 摇 k=1,2, …,n
即 X0D1 =X iD1。

利用引理 1 证明性质 2。
证明
(i) “圯冶 先证 酌0i

(1)= 1圯X0D1 =X iD1。
根据邓氏灰色关联度的计算,若 酌0i

(1) = 1,则由式

(2)可知 1
n 移

n

k=1
酌(x0(k),xi(k))= 1,

又由于 0<酌(x0(k),xi(k))£1,则
酌(x0(k),xi(k))= 1摇 k=1,2, …,n

即摇 軒m+孜軒M
驻i(k)+孜軒M

=1

于是 驻i( k) = 軒m,X0,X i, i = 1,2,…,m,为已知序
列,由式(4)知 軒m 为常数,即

x0(1)d1-xi(1)d1 =m
~

由引理 1 知 X0D1 =X iD1。
(ii) “坩冶再证 X0D1 =X iD1圯酌0i

(1)= 1。
由已知 X0D1 =X iD1,由式(3)有 驻i( k) = 0,k = 1,

2, …n,又由式(4)有 軒m = min
i

min
k

驻i( k) = 0。 代入式

(5)有

酌(x0(k),xi(k))=
軒m+孜軒M

驻i(k)+孜軒M
=1摇 k=1,2, …,n

最后由式(6)有 酌0i
(1)= 1

n 移
n

k=1
酌0i(k)= 1。

综合(i)和(ii)知结论成立。
性质 3摇 设序列 X0 = (x0(1),x0(2),…,x0(n)),

X i =(xi(1),xi(2),…,xi(n))的均值像分别为 X0D2 =
(x0(1) d2,x0(2) d2,…,x0( n) d2 ),X iD2 = ( xi(1) d2,
xi(2)d2,…,xi(n)d2),设经均值化算子作数据预处理

后所求的邓氏灰色关联度为 酌0i
(2),则 X0D2 = X iD2 圯

酌0i
(2)= 1。
证明摇 由已知 X0D2 =X iD2,由式(3)有 驻i(k)= 0,

k=1,2, …,n, 又由式(4)有 軒m=min
i

min
k

驻i(k)= 0。 代

入式(5)有

酌(x0(k),xi(k))=
軒m+孜軒M

驻i(k)+孜軒M
=1摇 k=1,2, …,n

最后由式(6)有

酌0i
(2)= 1

n 移
n

k=1
酌(x0(k),xi(k))= 1

则 X0D2 =X iD2圯酌0i
(2)= 1。

注 1:酌0i
(2)= 1 时,X0D2 =XiD2 不一定成立。 反例如

下:X0 =(5, 5, 5, 5, 5, 5), X1 =(9, 11, 9, 11, 9, 11),
X2 =(5,15,5,15,5,15),易知 酌01

(2)= 1,但 X0D2屹XiD2。
性质 4摇 设由初值化算子和均值化算子求得的邓

氏灰色关联度分别为 酌0i
(1) 和 酌0i

(2),则 酌0i
(1) = 1圯

酌0i
(2)= 1。
证明摇 已知 酌0i

(1)= 1,由性质 2 得 X0D1 =X iD1,由
性质 1 得 X0D2 =X iD2,再由性质 3 得 酌(2)

0i =1.
性质 5 摇 设序列 X0、X i 的逆化像分别为 X0D3、

X iD3,序列 X0、X i 的倒数化像分别为 X0D4、X iD4,则
X0D3 =X iD3圳X0D4 =X iD4。

证明摇 设序列 X0 = (x0(1),x0(2),…,x0(n))和
序列 X i =(xi(1),xi(2),…,xi(n))的逆化像分别为

X0D3 =(x0(1)d3,x0(2)d3,…,x0(n)d3)
X iD3 =(xi(1)d3,xi(2)d3,…,xi(n)d3)
又设 X0、X i 的倒数化像分别为
X0D4 =(x0(1)d4,x0(2)d4,…,x0(n)d4)
X iD4 =(xi(1)d4,xi(2)d4,…,xi(n)d4)
(i)“坩冶 先证 X0D4 =X iD4圯X0D3 =X iD3。
由定义 4,有

x0(k)= 1 / (x0(k) d4),xi(k)= 1 / (xi( k) d4),k = 1, 2,
…, n。 又由定义 3,得

x0(k)d3 =1-x0(k)= 1- 1
x0(k)d4

=
x0(k)d4-1
x0(k)d4

xi(k)d3 =1-xi(k)= 1- 1
xi(k)d4

=
xi(k)d4-1
xi(k)d4

k=1, 2, …, n。
由已知 X0D4 =X iD4,则有 x0(k) d4 = xi(k) d4,k = 1, 2,
…, n。 所以 x0( k) d3 = xi( k) d3,k = 1, 2, …, n。 即
X0D3 =X iD3

(ii)“圯冶再证 X0D3 =X iD3圯X0D4 =X iD4。
由定义 3,有
x0(k)= 1-x0(k) d3,xi(k)= 1-xi(k) d3,k = 1, 2,

…, n。 又由定义 4,得

x0(k)d4 =
1

x0(k)
= 1
1-x0(k)d3

摇 k=1, 2, …, n

xi(k)d4 =
1

xi(k)
= 1
1-xi(k)d3

摇 k=1, 2, …, n

由已知 X0D3 =X iD3,则有 x0(k)d3 = xi(k)d3,k = 1,
2, …, n。 所以 x0(k)d4 = xi(k)d4,k=1, 2, …, n。 即
X0D4 =X iD4。

综合(i)和(ii)知结论成立。

3摇 结束语

数据的无量纲化预处理作为灰色关联分析模型的
前期准备,对后续的模型结果有至关重要的影响,不同
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算子预处理后进行灰色关联分析建模的关联度不仅数
值通常不同,由此导出的关联序也往往不同。 在实际
应用中,经验办法根据具体问题的实际背景来选择算
子,即对所选择的算子要尽可能给出符合现实意义的
必要解释,但模型受使用者主观性的影响较大,降低了
模型结果的说服力。 从数学角度去探讨不同数据预处
理算子之间的联系有助于模型的合理建立和更好地解
释模型结果。 发现初值化算子和均值化算子在建立邓
氏灰色关联度模型中并非完全独立,彼此之间存在较
强联系,得到了邓氏灰色关联度为 1 关于初值化算子
的等价条件和关于均值化算子的充分条件,进而证明
了初值化得到的邓氏关联度为 1 是均值化得到的邓氏
关联度为 1 的充分条件,同时分析了逆化算子和倒数
化算子之间关系的性质,加深了对邓氏灰色关联度模
型的建模机理的认识。
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Some Properties of Data Preprocessing Operators on
Grey Relational Analysis Model

GUO Hong,摇 CHEN Yongming
(College of Applied Mathematics, Chengdu University of Information Technology, Chengdu 610225, China)

Abstract:When analyzing the incidence relationship for some system, the data preprocessing operators commonly used
in the Deng爷s grey relational analysis model,including initial value operator, mean operator, inverse operator and recip鄄
rocal operator. Different data preprocessing operators will derive different grey relational values and different ranks. It is
an important issue to explore the properties of the operators. We discuss the properties concerning the relation between
the above two operators and their relation in constructing the grey relational analysis model. We found the necessary and
sufficient condition concerning the initial value normalizing operator and the sufficient condition for the grey relational
grade value 1. Then, the grey relational grade value 1 derived by the initial value normalizing operator implies the grey
relational grade value 1 derived by the mean value normalizing operator. Meanwhile, the properties of the relationship
between inversion operator and mean operator are proved.
Keywords:grey system; grey relational analysis; Deng爷 s grey relational grade; the initial value normalizing operator;
the mean value normalizing operator; the inverse operator; the reciprocal operator
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