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摇 摇 摘要:熟知对任意正整数 a,b,c,有[a,b] = ab
(a,b),[(a,c),(b,c)] =([a,b],c),其中[ ],( )分别表示最小公

倍数和最大公因数. 在 RSA 公钥算法中涉及两个正整数的最小公倍数和最大公因数的相关计算. 为了给传统的

RSA 算法提供可能的优化方案,利用初等的方法与技巧,对任意多个正整数的最大公因数和最小公倍数的计算关

系做了相关探究,推广了上述结果,给出了任意多个正整数的最大公因数和最小公倍数之间的 3 种计算关系.
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0摇 引言

为方便,对任意正整数 n叟2,a1,…,an 沂Z*,记
(a1,a2,…,an)为 a1,a2,…,an 的最大公因数,[a1,a2,
…,an]为 a1,a2,…,an 的最小公倍数.

熟知,最大公因数和最小公倍数是初等数论中两

个非常重要的概念,两个概念之间是对偶关系[1] . 其
在信息安全的多方保密计算问题中有重要作用,且在

保护隐私的数据挖掘中也有广泛的应用[2] . 在 RSA 公

钥系统中,安全依赖于因数分解的困难性,加密过程中

以及概率性素数产生方法的判定中涉及两个正整数的

最大公因数的相关计算[3] .

另一方面,对坌a,b沂N*,有[a,b] = ab
(a,b)

[4]

. 这

个等式揭示了两个正整数的最大公因数和最小公倍数

之间的一种特殊关系.

引理[4](i) 坌a,b沂N*,有[ a,b] = ab
(a,b) . 特别

地,若(a,b)= 1,则[a,b] =ab.
( ii) 对坌a1,a2,a3沂N*,有[(a1,a3),(a2,a3)]

=([a1,a2],a3).
(iii) 设 姿沂Z*,a1,a2,…,an沂Z*,则 姿(a1,a2,

…,an)= (姿a1,姿a2,…,姿an) .
引理的(ii)给出了 3 个正整数的最大公因数和最

小公倍数的计算关系,那么 n(n叟3)个正整数时,二者

存在什么样的关系呢? 利用初等的方法和技巧,本文

解决了此问题,并证明了如下主要结果.
定理 1摇 设 m,n沂Z*,a1,a2,…,am,b1,b2,…,bn

沂Z*,则
(a1,…,am) ( b1,…,bn) = ( a1b1,…,a1bn,a2b1,

…,a2bn,…,amb1,…,ambn).
定理 2摇 设 n沂Z*且 n叟2,a1,a2,…,an沂Z*,则
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(iii)[(a1,an),(a2,an),…,(an-1,an)] = ([a1,
…,an-1],an).

1摇 主要结果的证明

1. 1摇 定理 1 的证明

设 m,n沂Z*,a1,a2,…,am,b1,b2,…,bn沂Z*,令

(b1,…,bn)= B,则由引理的(iii)得
(a1,…,am)(b1,…,bn)= (a1,…,am)B=(a1B,…,amB).
又对任意 i=1,…,m,有 aiB = ai(b1,…,bn). 故由引理

的(iii)可得

aiB=ai(b1,…,bn)= (aib1,…,aibn),
故摇 ( a1,…,am) ( b1,…,bn) = ( a1b1,…,a1bn,a2b1,
…,a2bn,…,amb1,…,ambn) .
这就完成了定理 1 的证明.

1. 2摇 定理 2 的证明

1. 2. 1摇 定理 2( i)的证明

设 n沂Z*,a1,a2,…,an沂Z*,对 n 作归纳证明. 当



n=2 时,即为引理的( i). 现设 n = k( k叟2)时结论成

立,即
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则 n= k+1 时,令(a1,a2,…,ak)= C(C沂Z*),由引理

的(i)得
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ak+1的因子,故式(3)等价于
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由式(1)得

(a1,…,ak)ak+1
((a1,…,ak),ak+1)
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则式(2)等价于
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. 整理得
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这就完成了定理 2 的(i)的证明.

1. 2. 2摇 定理 2( ii)的证明

设 n沂Z*,a1,a2,…,an沂Z* . n = 2 时,即为引理

的(i). 假设当 n= k,(k叟2)时结论成立,即
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由式(4)得
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整理得
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这就完成了定理 2(ii)的证明.
1. 2. 3摇 定理 2( iii)的证明

设 n沂Z*,a1,a2,…,an沂Z* . 当 n = 3 时,即为引

理的(ii) . 假设 n= k,(k叟3)时结论成立,即
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[(a1,ak),( a2,ak ),…,( ak-1,ak )] = ([ a1,…,ak-2,
ak-1],ak) (7)
当 n= k+1 时,由式(7)得
[(a1,ak+1),(a2,ak+1),…,(ak,ak+1)] = [([a1,a2,…,
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等式两边同时除以(X,Aak)(X,Aak,Aak+1),即得

(Xak,Aakak+1,Xak+1)
(X,Aak)

=
(Xak,Xak+1,Aakak+1,Aa2

k+1)
(X,Aak,Aak+1)

(13)

于是由式(8) ~ (13)式可得

摇 摇 摇
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ai,
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k

i=1
ai

a1
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ai

ak
ak

æ

è
ç

ö

ø
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仪
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i=1
ai

a1
,
仪
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i=1
ai

a2
,…,

仪
k

i=1
ai

ak-1
,
仪
k

i=1
ai

a
æ

è
ç

ö

ø
÷

k

=

摇 摇 摇
仪
k-1

i=1
ai,

仪
k-1

i=1
aiak+1

a1
,…,

仪
k-1

i=1
aiak+1

ak

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

ak,ak( )+1

仪
k-1

i=1
ai,

仪
k-1

i=1
ai

a1
ak+1,…,

仪
k-1

i=1
ai

ak-1
ak

æ

è
ç

ö

ø
÷+1

ak+1,a( )
æ

è
ç

ö

ø
÷k

,

即

[(a1,ak+1),(a2,ak+1),…,(ak,ak+1)] = ([a1,a2,…,
ak-1,ak],ak+1).
这就完成了定理 2(iii)的证明.

2摇 结束语

利用数学归纳法, 给出任意多个正整数的最大公
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因数和最小公倍数之间的 3 种计算关系. 对于多个正

整数的最大公因数与最小公倍数的计算,已有相应的

程序算法具体算法.
熟知,RSA 公开密钥密码体制是基于两个正整数

的运算,其加密算法中涉及到两个正整数的最大公因

数. 本文推广得出的关于多个正整数的最大公因数的

3 个结论,是否能运用到加密的过程中,并提高该密码

体制的安全性,是之后探讨和研究的一个方向.
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Several Calculation Relationships between the Greatest
Common Divisor and the Least Common Multiple

XIAO Rui,摇 YANG Hao,摇 ZHOU Yunxiu,摇 LIAO Qunying
(School of Mathematics,Sichuan Normal University,Chengdu 610066,China)

Abstract:It爷s well鄄known that for any positive integers a,b,c,[a,b] = ab
(a,b),[(a,c),(b,c)] =([a,b],c),where [

] and ( ) represent the least common divisor and the greatest multiply, respectively. The RSA algorithm involved the
related calculation of the greatest common divisor and the least common multiple. In order to provide a possible optimiza鄄
tion scheme for the traditional RSA algorithm, the present paper takes advantage of the elementary methods and skills to
explore the calculation relationship between the greatest common divisor and the least common multiple of any positive
integers. The result mentioned above is promoted to obtain three calculation relationships between the greatest common
divisor and the least common multiple of any positive integers.
Keywords:greatest common divisor;least common multiple;pure mathematics;coding and cryptography theory
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