
摇 第 36 卷第 5 期
2021 年 10 月

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 成摇 都摇 信摇 息摇 工摇 程摇 大摇 学摇 学摇 报
JOURNAL OF CHENGDU UNIVERSITY OF INFORMATION TECHNOLOGY

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 Vol. 36 No. 5
Oct. 2021

文章编号: 2096鄄1618(2021)05鄄0570鄄06

分裂平衡问题的 Levitin鄄Polyak 适定性
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摇 摇 摘要:在 Banach 空间中研究分裂平衡问题在 Lucchetti 与 Patrone 意义下的 Levitin鄄Polyak 适定性。 首先分别给

出分裂平衡问题在 Lucchetti 与 Patrone 意义下的适定性和 Levitin鄄Polyak 型适定性的概念;然后借助分裂平衡问题

近似解集的渐进行为及近似解集与解集的关系,建立分裂平衡问题在 Lucchetti 与 Patrone 意义下的 Levitin鄄Polyak
型适定性的 Furi鄄Vignoli 型等的距离刻画;最后,在适当的条件下证明分裂平衡问题在 Lucchetti 与 Patrone 意义下的

适定性与解的存在唯一性等价。
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0摇 引言

适定性自 1966 年 Tykhonov[1] 针对无约束优化问

题提出后,受到学者们的广泛关注。 适定性本质上是

研究具体问题的各类近似解序列的收敛性。 无约束优

化问题是 Tykhonov 适定的,它要求问题具有唯一解且

任意近似序列都收敛于此唯一解,这一概念随后被推

广到约束优化问题上。 值得注意的是,约束优化问题

的 Tykhonov 适定性需要每一个近似序列都必须位于

约束集中,而现实问题中的许多数值优化方法所产生

的近似序列往往是不可行的,但却无限地接近于约束

集。 于是,Levitin 和 Polyak[2] 引入了 Levitin鄄Polyak(简
记为 LP)适定性。 随后,鉴于问题具有多解的情形,
Furi 和 Vignoli[3]又引入优化问题的广义适定性,它要

求优化问题的解集非空且任意近似序列都存在子序列

收敛于解集中的某个点。 目前,关于优化问题的各类

适定性已有丰富的研究成果,见文献[4-11]及其参考

文献。 由于优化问题与变分不等式问题密切相关,学
者们致力将适定性的研究推广到变分不等式问题上,
Lucchetti 和 Patrone[12-13]第一次引入变分不等式问题

的适定性概念。 关于变分不等式问题的各类适定性研

究已硕果累累,与此同时,适定性也被推广到其他变分

问题,如鞍点问题、不动点问题、包含问题、平衡问题

等,见文献[14-25]及其参考文献。
Censor 等[26] 提出两类新的变分问题———分裂变

分不等式问题和分裂优化问题,分别包含经典的变分

不等式问题和优化问题作为特例。 针对这些新问题,

Hu 等[27-28]分别讨论了分裂变分不等式问题的扰动

LP 适定性和分裂优化问题的扰动 LP 适定性。 考虑到

平衡问题是变分不等式、优化问题的更广泛形式,研究

分裂平衡问题。 分裂平衡问题即寻找一个平衡问题的

解,使得它在给定的有界线性映射下的像是另一个平

衡问题的解。 目前,关于分裂平衡问题的适定性研究

还甚少。 高友[29] 把文献[14] 中变分不等式问题在

Lignola 与 Morgan 意义下的适定性结果推广到分裂平

衡问题,研究了分裂平衡问题的 LP鄄琢 适定性。 将文献

[12-13]中变分不等式问题在 Lucchetti 与 Patrone 意

义下的适定性概念推广到分裂平衡问题,研究分裂平

衡问题在 Lucchetti 与 Patrone 意义下的 LP 适定性。

1摇 预备知识

本文除特别说明外,总假设 X、Y 为两个实 Banach
空间,C奂X 和 Q奂Y 均为非空闭凸集。 给定两个二元

映射 f:X伊X寅R 和 g:Y伊Y寅R,又给定一个有界线性映

射 A:X寅Y。 文中用寅表示强收敛。 考虑下列分裂平

衡问题(简记为 SEP),即寻求 x*沂C 使

f(x*,x)逸0,坌x沂C
且 y* =Ax*沂Q 满足

g(y*,y)逸0,坌y沂Q
当 X=Y,f=g,C=Q 且 A= I(恒等映射)时,SEP 就

退化为经典的平衡问题,即寻求 x*沂C 使

f(x*,x)逸0,坌x沂C
一些相关定义和引理:
定义 1 摇 称映射 f:X伊X寅R 为半连续的,如果对

坌x,y沂X



lim
t寅0+

sup f(x+t(y-x),y)臆f(x,y)

定义 2摇 称映射 f:X伊X寅R 为单调的,如果对坌x,
y沂X

f(x,y)+f(y,x)臆0
定义 3摇 设 A 是 X 中的非空子集,集合 A 的非紧

测度 滋 定义如下

滋(A)= inf 着>0:A奂胰
n

i=1
Ai,diamAi<着,i=1,2,…,{ }n

其中,diam 表示集合的直径。
定义 4摇 设 A、B 是 X 中的非空子集。 A 和 B 之间

的 Hausdorff 距离 H(·,·)定义为

H(A,B)= max e(A,B),e(B,A{ })
其中 e(A,B)= sup

a沂A
d(a,B),d(a,B)= inf

b沂B
椰a-b椰。 设

{An}是 X 中的非空子集序列,称{An}按 Hausdorff 距
离收敛于 A 当且仅当 H(An,A)寅0。 此外,容易验证,
e(An,A)寅0 当且仅当对所有的 an沂An 有 d(an,A)寅0。

引理 1摇 设 f:X伊X寅R,g:Y伊Y寅R 都是单调半连

续映射,对坌x沂C,f(x,x)逸0,对坌y沂Q,g(y,y)逸0。
设 f 和 g 关于第二变量为凸函数,则对 x*沂C,下面的

结论等价:
(i) f( x*,x)逸0,坌x沂C,且 y* = Ax* 沂Q 满足

g(y*,y)逸0,坌y沂Q
(ii) f(x,x*)臆0,坌x沂C,且 y* = Ax*沂Q 满足

g(y,y*)臆0,坌y沂Q

2摇 分裂平衡问题 Levitin鄄Polyak 适定性
的距离刻画

摇 摇 下面给出分裂平衡问题在 Lucchetti 与 Patrone 意

义下的 Levitin鄄Polyak 型适定性的定义,然后讨论其距

离刻画。 本节除特别说明外,总假设 f:X伊X寅R,g:Y伊
Y寅R 都是单调半连续映射,对坌x沂C,f(x,x)逸0,对
坌y沂Q,g(y,y)逸0。 又设 f 和 g 关于第二变量为凸函

数。
定义 5摇 称{xn}奂X 为 SEP(在 Lucchetti 与 Patro鄄

ne 意义下)的近似序列,如果存在 着n>0 满足 着n寅0 使

xn沂C,坌n沂N
f(xn,x)+着n椰xn-x椰逸0,坌x沂C,n沂N

yn =Axn沂Q,坌n沂N
g(yn,y)+着n椰yn-y椰逸0,坌y沂Q,n沂N

定义 6摇 称{xn}奂X 为 SEP(在 Lucchetti 与 Patro鄄
ne 意义下)的 Levitin鄄Polyak(简记为 LP)近似序列,如
果存在 着n>0 满足 着n寅0 使

d(xn,C)臆着n,坌n沂N
f(xn,x)+着n椰xn-x椰逸0,坌x沂C,n沂N

yn =Axn,d(yn,Q)臆着n,坌n沂N
g(yn,y)+着n椰yn-y椰逸0,坌y沂Q,n沂N

若将定义 5 和定义 6 中 着n椰xn-x椰和 着n椰yn-y椰
都替换成 着n,则两定义就分别变成了在 Lignola 与

Morgan 意义下的近似序列和 LP 近似序列。
定义 7摇 称 SEP 是适定的( resp. ,LP 适定的),如

果 SEP 具有唯一解且每一个近似序列(resp. ,LP 近似

序列)都强收敛于该唯一解。
定义 8摇 称 SEP 是广义适定的(resp. ,广义 LP 适

定的),如果 SEP 的解集非空且每一个近似序列( re鄄
sp. ,LP 近似序列)都存在子序列强收敛于解集中的某

一点。
定义 7 和定义 8 是将文献[12-13]中变分不等式

问题在 Lucchetti 与 Patrone 意义下的适定性概念拓展

到分裂平衡问题的结果。 文中,除特别说明外,都考虑

分裂平衡问题在 Lucchetti 与 Patrone 意义下的适定性。
为研究 LP 型适定性的距离刻画,首先给出 SEP

的近似解集定义如下:
对坌着逸0,赘(着)= { x沂X | d( x,C)臆着,f( x,x忆) +

着椰x-x忆椰逸0,坌x忆沂C
y=Ax,d(y,Q)臆着,g(y,y忆)+着椰y-y忆椰逸0,坌y忆沂Q}
现在,讨论 SEP 的 LP 适定性的 Furi鄄Vignoli 型距

离刻画。
定理 1摇 设 S 是 SEP 的解集,则 SEP 是 LP 适定的

当且仅当

S屹堙且 lim
着寅0+

diam(赘(着))= 0 (1)

证明摇 “必要性冶,假设 SEP 是 LP 适定的,则 SEP
有唯一解,记为 x0,故 S= {x0}屹堙。 接下来用反证法

证明 lim
着寅0+

diam(赘(着))= 0。 若 diam(赘(着))寅0,着寅0+,

则存在 r > 0,0 < 着n 寅0 以及 xn, x忆n 沂赘( 着n ) 满足

椰xn-x忆n椰>r,坌n沂N。 因为 xn,x忆n沂赘(着n),则{xn}
和{x忆n}都是 SEP 的 LP 近似序列。 又因为 SEP 是 LP
适定的,所以 xn寅x0 且 x忆n寅x0,从而椰xn-x忆n椰寅0,这
与椰xn-x忆n椰>r 矛盾,故 lim

着寅0+
diam(赘(着))= 0。

“充分性冶,假设式(1)成立,由 S奂赘(着),坌着>0,
可知 S 为单点集,任取 SEP 的 LP 近似序列{xn},则存

在 0<着n寅0 满足

d(xn,C)臆着n,f(xn,x)+着n椰xn-x椰逸0,坌x沂C
以及

yn =Axn,d(yn,Q)臆着n,g(yn,y)+着n椰yn-y椰逸0,坌y沂Q
从而{xn}奂赘(着n)。 令 x0 为 SEP 的唯一解,显然 x0沂
赘(着n),从而根据式(1)可推知

椰xn-x0椰臆diam(赘(着n))寅0
因此,SEP 是 LP 适定的。
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若进一步假定 f 和 g 都关于第二变量连续,则将

定理 1 中的条件 S屹堙放松成 赘(着)屹堙,结论仍成

立。
定理 2摇 设 f 和 g 都关于第二变量连续,则 SEP 是

LP 适定的当且仅当

赘(着)屹堙,坌着>0,且 lim
着寅0+

diam(赘(着))= 0 (2)

证明摇 考虑到 S奂赘(着),坌着>0,故必要性的证明

和定理 1 一样。
“充分性冶假设式(2)成立。 现任取 SEP 的 LP 近

似序列{xn},则存在 0<着n寅0 满足

d(xn,C)臆着n,f(xn,x)+着n椰xn-x椰逸0,坌x沂C
以及

yn =Axn,d(yn,Q)臆着n,g(yn,y)+着n椰yn-y椰逸0,坌y沂Q
从而{xn}奂赘(着n),于是有

0<diam({xn})<diam(赘(着n))寅0
从而 diam({xn})寅0,故{ xn}是 Cauchy 序列,因此其

强收敛于点 x0沂X。 下面证明 x0 是 SEP 的解。 由于

xn寅x0 以及 0<着n寅0,故根据 d(·,C)的连续性可得

d(x0,C)= 0,从而 x0沂C。 根据 f 的单调性可知

f(x,xn)臆-f(xn,x)臆着n椰xn-x椰,坌x沂C (3)
由式(3)再结合 f 关于第二变量的连续性可推得 f(x,
x0)臆0,坌x沂C。 又由于 A 是有界线性映射,则 A 连

续,从而 yn = Axn寅Ax0,记 y0 = Ax0,则 yn寅y0,再根据

d(·,Q)的连续性可得 d(y0,Q)= 0,从而 y0沂Q。 根

据 g 的单调性可知

g(y,yn)臆-g(yn,y)臆着n椰yn-y椰,坌y沂Q (4)
由式(4)再结合 g 关于第二变量的连续性可推得 g(y,
y0)臆0,坌y沂Q。 综上可得

f(x,x0)臆0,坌x沂C,且 y0 =Ax0沂Q 满足 g(y,y0)臆0,
坌y沂Q
故根据引理 1 可知

f(x0,x)逸0,坌x沂C,且 y0 =Ax0沂Q 满足 g(y0,y)逸0,
坌y沂Q
因此 x0 沂S。 再由 S奂赘(着)以及 diam(赘(着))寅0,
着寅0,知 S 为单点集。 从而 SEP 是 LP 适定的。

下面借助于近似解集与解集的关系讨论 SEP 的

广义 LP 适定性的距离刻画。
定理 3摇 设 S 是 SEP 的解集,则 SEP 是广义 LP 适

定的当且仅当 S 是非空紧集且

lim
着寅0+

e(赘(着),S)= 0 (5)

证明摇 “必要性冶,假设 SEP 是广义 LP 适定的,则
S屹堙。 现任取{ xn }奂S奂赘( 着),坌着 >0,则{ xn }是

SEP 的 LP 近似序列。 由于 SEP 是广义 LP 适定的,故
存在{xn}的子序列{xnk}强收敛于 S 中的点,从而 S 是

紧集。 接下来用反证法证明式(5)成立。 若 e(赘(着),
S)寅0,着寅0+,则存在 r>0,0<着n寅0,以及 xn沂赘(着n)
满足

xn埸S+B(0,r),坌n沂N (6)
其中 B(0,r)表示以原点为中心,r 为半径的闭球。 由

于{xn}奂赘(着n),则{xn}是 SEP 的 LP 近似序列,结合

SEP 是广义 LP 适定的知,存在{xn}的子序列{xnk}强
收敛于 S 中的某一点。 这与式(6)矛盾,故式(5)成

立。
“充分性冶,假设 S 为非空紧集且式(5)成立。 现

任取 SEP 的 LP 近似序列{ xn},则{ xn}奂赘(着n)。 于

是结合 S 的紧性知存在序列{軃xn}奂S 满足椰xn-軃xn椰=
d(xn,S)臆e(赘(着),S)寅0。 再根据 S 的紧性知存在

{軃xn}的子序列{軃xnk}强收敛于 軃x沂S。 从而{xn}也存在

相应的子序列{xnk}强收敛于 軃x沂S。 故 SEP 是广义 LP
适定的。

在 f 和 g 都关于第一变量连续的条件下,利用近

似解集的非紧测度建立 SEP 的广义 LP 适定性的距离

刻画。
定理 4摇 设 f 和 g 都关于第一变量连续,则 SEP 是

广义 LP 适定的当且仅当

赘(着)屹渍,坌着>0,且 lim
着寅0+

滋(赘(着))= 0 (7)

证明摇 “必要性冶,假设 SEP 是广义 LP 适定的,则
由定理 3 可知 SEP 的解集 S 是非空紧集且 lim

着寅0+
e(赘

(着),S)= 0。 从而由 S奂赘(着),坌着>0,可得

赘(着)屹渍,坌着>0
下面证明 lim

着寅0+
滋(赘(着))= 0。 由 S奂赘(着),坌着>0,可推

得

摇 摇 H(赘(着),S)= max{e(赘(着),S),e(S,赘(着))}
= e(赘(着),S)

S 的紧性意味着 滋(S)= 0,从而由文献[17]中的 Cantor
定理可得

摇 摇 滋(赘(着))£2H(赘(着),S)+滋(S)= 2H(赘(着),S)
= 2e(赘(着),S)

结合 lim
着寅0+

e(赘(着),S)= 0 可知 lim
着寅0+

滋(赘(着))= 0。

“充分性冶,假设式(7)成立。 对坌着>0,根据 f 和 g
关于第一变量的连续性可知 赘(着)为闭集。 注意到当

着臆着'时有 赘(着)奂赘(着')。 令 赘=疑
着>0

赘(着),则结合式

(7),根据参考文献[30]中的定理可知 赘 是非空紧集

且当 着寅0+时,有:
H(赘(着),赘)寅0

由 赘={x0沂C | f(x0,x)逸0,坌x沂C,y0 =Ax0沂Q,g(y0,
y)逸0,坌y沂Q} =S,可知 S 是非空紧集且满足

H(赘(着),S)寅0,着寅0+
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任取 SEP 的 LP 近似序列{xn},则存在 0<着n寅0 满足

d(xn,C)臆着n,f(xn,x)+着n椰xn-x椰逸0,坌x沂C
以及

yn =Axn,d(yn,Q)臆着n,g(yn,y)+着n椰yn-y椰逸0,坌y沂Q
显然{ xn}奂赘(着n)。 由坌着>0,S奂赘(着)可得 e(赘
(着n),S)= H(赘(着n),S)寅0。 从而由 S 的紧性知存在

序列{軃xn}奂S 满足椰xn-軃xn椰=d(xn,S)臆e(赘(着n),S)
寅0。 再根据 S 的紧性知存在{軃xn}的子序列{軃xnk}强收

敛于 軃x沂S,因此,{xn}也存在相应的子序列{xnk}强收

敛于 軃x沂S,故 SEP 是广义 LP 适定的。

3摇 分裂平衡问题适定性与解的唯一性
的关系

摇 摇 在适当的条件下,可证得分裂平衡问题的适定性

与其解的存在唯一性等价。
定理 5摇 设 C 是有限维空间 X 的非空闭凸子集,

Q 是实 Banach 空间 Y 的非空闭凸子集。 若 f:X伊X寅R
和 g:Y伊Y寅R 都是单调半连续映射,f 和 g 都关于第二

变量凸且连续,A:X寅Y 是有界线性映射。 则 SEP 是

适定的当且仅当其解唯一。
证明摇 必要性显然,下面证明充分性。
设 SEP 有唯一解 x*沂C,则
f(x*,x)逸0,坌x沂C,且 y* =Ax*沂Q 满足

g(y*,y)逸0,坌y沂Q
由引理 1 可知

f(x,x*)臆0,坌x沂C,且 y* =Ax*沂Q 满足

g(y,y*)臆0,坌y沂Q
现任取 SEP 的近似序列{xn},则存在 0<着n寅0 满

足

xn沂C,
f(xn,x)+着n椰xn-x椰逸0,坌x沂C,n沂N

yn =Axn沂Q
g(yn,y)+着n椰yn-y椰逸0,坌y沂Q,n沂N

断言{xn}有界。 事实上,若假设{ xn}无界,不失

一般性,可设椰xn椰寅+¥。 令 tn =
1

椰xn-x*椰
,wn = tnxn+

(1-tn)x*。 设 tn沂(0,1],wn寅w(w屹x*)。 由于 xn沂
C,x*沂C 且 wn寅w,根据 C 是 X 的非空闭凸子集可知

wn沂C 且 w沂C。 结合 f 的单调性以及 f 关于第二变量

的凸性可推得,对坌x沂C 有

摇 f(x,wn)= f(x,tnxn+(1-tn)x*)
臆tn f(x,xn)+(1-tn) f(x,x*)
臆-tn f(xn,x)+(1-tn) f(x,x*)
臆tn着n椰xn-x椰+(1-tn) f(x,x*) (8)

由于 tn =
1

椰xn-x*椰
,易知 tn椰xn -x椰有界,从而考虑

当 n寅¥时,由式(8)结合 f 关于第二变量的连续性以

及 f(x,x*)臆0,可推得 f(x,w)臆0,坌x沂C。
另一方面

zn =Awn =A( tnxn+(1-tn)x*)= tnAxn+(1-tn)Ax* = tnyn+
(1-tn)y*

由于 Q 是 Y 的非空闭凸子集,故 zn沂Q 且 zn =Awn寅Aw
沂Q。 结合 g 的单调性以及 g 关于第二变量的凸性可

推得,对坌y沂Q 有

摇 g(y,zn)= g(y,tnyn+(1-tn)y*)
臆tng(y,yn)+(1-tn)g(y,y*)
臆-tng(yn,y)+(1-tn)g(y,y*)
臆tn着n椰yn-y椰+(1-tn)g(y,y*) (9)

由于椰yn-y椰=椰Axn-y椰,tn =
1

椰xn-x*椰
,易知 tn椰yn

-y椰有界,从而考虑当 n寅¥时,由式(9)结合 g 关于

第二变量的连续性以及 g( y,y*)臆0,可推得 g( y,
Aw)<0,坌y沂Q。 故根据引理 1 可知 f(w,x)逸0,坌x
沂C,且 Aw沂Q 满足 g(Aw,y) <0,坌y沂Q。 因此 w 是

SEP 的解,这与“SEP 有唯一解 x*,且 x* 屹w冶矛盾。
故{xn}有界。

不妨任取子序列{xnk}奂{xn}奂C 满足 xnk寅軃x,k寅¥。

由 C 是 X 的非空闭凸子集知 x
-
沂C。 又因{xn}是 SEP

的近似序列,则存在 0<着nk寅0 满足

xnk沂C
f(xnk,x)+着nk椰xnk-x椰逸0,坌x沂C (10)

ynk =Axnk沂Q
g(ynk,y)+着nk椰ynk-y椰逸0,坌y沂Q (11)

考虑当 k寅¥时,由式(10)结合 f 的单调性以及 f 关于

第二变量的连续性可推得

f(x,軃x)= lim
k寅¥

f(x,xnk)臆-lim
k寅¥

f(xnk,x)臆lim
k寅¥

着nk椰xnk-x椰

=0,坌x沂C
另一方面,由 Q 是 Y 的非空闭凸子集知 ynk = Axnk寅A軃x
沂Q。 记 軃y=A軃x,从而考虑当 k寅¥时,由式(11)结合 g
的单调性以及 g 关于第二变量的连续性可推得

摇 摇 摇 g(y,軃y)= lim
k寅¥

g(y,ynk)臆-lim
k寅¥

g(ynk,y)

臆lim
k寅¥

着nk椰ynk-y椰=0,坌y沂Q

再由引理 1 可知 f(軃x,x)逸0,坌x沂C,且 軃y=A軃x沂Q 满足
g(軃y,y)逸0,坌y沂Q. 因此 軃x 为 SEP 的解。 又因 SEP 的

解唯一可知 軃x= x*,故 SEP 是适定的。

4摇 结束语

通过对分裂平衡问题适定性的研究,可以促进变
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分问题适定性理论的进一步成熟与完善。 本文主要引

入分裂平衡问题适定性的相关概念,通过研究近似解

集的渐进行为以及近似解集与解集之间的关系建立分

裂平衡问题适定性的距离刻画,并在适当的条件下获

得分裂平衡问题解的存在唯一性与适定性的等价关

系。 这些结果在分裂平衡问题算法的收敛性分析中起

着重要的作用。
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Levitin鄄Polyak Well鄄posedness for Split Equilibrium Problem
WANG Rui,摇 HU Rong

(College of Applied Mathematics, Chengdu University of Information Technology, Chengdu 610225,China)

Abstract:In this paper, we study the Levitin鄄Polyak well鄄posedness (in the sense of Lucchetti and patrone) of the split
equilibrium problem in Banach space. Firstly, the concepts of the well鄄posedness of split equilibrium problems in the
sense of Lucchetti and patrone and the well鄄posedness of Levitin鄄Polyak type are given respectively. Then, with the help
of the asymptotic behavior of the approximate solution set of the split equilibrium problem and the relationship between
the approximate solution set and the solution set, the distance characterization of the split equilibrium problem is estab鄄
lished in the sense of Levitin鄄Polyak type well鄄posed Furi鄄Vignoli type in the sense of Lucchetti and patrone. Finally, we
prove that under suitable conditions, the well鄄posedness of the split equilibrium problem is equivalent to the existence
and uniqueness of its solution.
Keywords:split equilibrium problem;Levitin鄄Polyak well鄄posedness;approximating solution set;metric characterization;
existence and uniqueness of solution
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