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线性等式约束下两种集合卡尔曼滤波的等价性

谢莉清,摇 何腊梅
(四川大学数学学院, 四川 成都 610064)

摇 摇 摘要:针对含线性等式约束的非线性动力系统状态估计问题,考虑将集合卡尔曼滤波算法和估计投影方法相

结合,根据不同的处理对象,提出两种不同的含线性等式状态约束的集合卡尔曼滤波算法:(1)运用估计投影方法

对每个粒子进行修正之后再加权平均;(2)直接对加权平均后的状态估计向量使用估计投影方法。 在约束矩阵退

化为常向量,约束向量退化为常数的情况下,给出了上述两种滤波结果的等价性证明。 数值模拟实例验证了这一

结论。
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0摇 引言

动力系统的状态估计是信号处理和系统控制领域

的一个基本问题。 对于非线性动力系统的状态估计问

题,人们已经进行了很多研究,诸如扩展卡尔曼滤波、
无味滤波和粒子滤波等[1-3]。 其中,粒子滤波的应用

最为广泛。 然而,随着系统维数的增加,粒子滤波所需

粒子数呈指数形式增长,故而当系统维数较高时,粒子

滤波将面临维数灾难[4-5]。 Evensen 于 1994 年在文献

[6]首次提出集合卡尔曼滤波(ensemble kalman filter,
EnKF)算法,但是,若将滤波方程直接应用到每个集合

成员,可能出现集合坍塌的现象,为避免这种情况,
Burgers[7]1998 年提出在集合粒子更新时,使用相互独

立的扰动观测,对集合卡尔曼滤波进行了改进。 由于

EnKF 的概念构想很简单,且能轻松地得到相应的公

式表述,同时,不需要像扩展卡尔曼滤波那样计算非线

性算子的 Jacobian 矩阵。 并且,对于数千维的状态,粒
子数目选取为 50 ~ 100 就足够,与粒子滤波相比,提高

了计算效率,适合高维非线性动力系统的状态估计问

题,被广泛应用于海洋、气象、目标跟踪等领域[5,7-9]。
在现实应用中,由于诸多限制(例如基于物理上

的考虑),状态通常都包含某些约束条件。 若在状态

估计过程中充分考虑这些约束对状态估计的影响,那
么所得到的滤波结果将更加精确。 近十几年来,含约

束的状态估计问题受到了国内外学者的极大关注,得
到很多新的成果[10-13]。 文献[14]、[15]提出状态含

有区间约束时的 EnKF 算法。 针对含等式约束的线性

动力系统状态估计问题,最典型的方法就是模型降阶、

完美观测和估计投影方法[1, 10, 16]。 2007 年,Ko 等[1]

中提出,从估计误差协方差的角度来看,采用系统投影

法得到的状态估计结果相比根据估计投影法得出的状

态估计结果精度更高。 并且,Chen[17] 指出,文献[11]
中定理 2 的第一部分需要加上一个必要的假设才能成

立。 同时,文献[18]也给出两种不同的基于 H¥ 滤波

算法,并进行了性能比较。
对于含线性等式约束的非线性系统状态估计问

题,目前很多专家都在致力于这方面的研究,也有一些

新的成果。 但是,各类非线性系统状态估计算法都只

是对状态的近似估计,是次优的。 当状态含有线性等

式约束时,将状态约束施加到滤波处理过程中,得到的

滤波结果仍旧是次优的,故有必要对其进行研究,提出

更多高效、高精度的含约束的非线性滤波算法。 考虑

将 EnKF 算法与估计投影方法相结合,即应用估计投

影方法将状态所包含的约束条件施加到滤波过程中,
将无约束的状态估计投影到约束子空间,从而得到新

的含约束的状态估计。 根据不同的处理对象,有两种

算法:(1)运用估计投影方法对每个粒子进行修正之

后再加权平均;(2)直接对加权平均后的状态估计向

量使用估计投影方法。 最后,当约束矩阵退化为常向

量,约束向量退化为常数时,文中将给出上述两种算法

在此特定情形下滤波结果的等价性证明。 这一结论将

在文中两个算例中得到证实。

1摇 含有等式约束的非线性动力系统

考虑离散时间非线性动力系统如下:
xk+1 = f(xk,uk) + wk (1)

yk = h(xk) + vk (2)



其中 xk 沂 Rn 为系统在 k 时刻的状态向量, yk 沂 Rm 为

系统在 k 时刻的观测向量, f和 h 分别为状态转移函数

和量测函数, wk 和 vk 分别为加性过程噪声和观测噪

声,它们都是零均值高斯噪声,协方差矩阵分别为 Qk

和 Rk ,并且 wk 和 vk 互不相关。 假设状态向量存在如

下线性等式约束:
Dkxk = dk (3)

其中 Dk 沂Rs伊n 为已知状态约束矩阵, dk 沂Rs伊1 为已知

约束向量, s 为约束个数,且 s 臆 n 。

2摇 含线性等式状态约束的集合卡尔曼
滤波

摇 摇 在这一节中,首先介绍无约束的集合卡尔曼滤波

算法,接着给出两种不同的含线性等式状态约束的集

合卡尔曼滤波算法。 然后,从理论上证明,当约束矩阵

退化为常向量,约束向量退化为常数时,由这两种不同

的算法得到的状态估计结果是等价的。

2. 1摇 无约束的集合卡尔曼滤波算法

EnKF 是由 Evensen 于 1994 年在文献[6]中首次

提出的,它是一种基于蒙特卡罗方法的数据同化算法。
其核心思想是,通过对状态进行采样得到初始状态粒

子集合,并利用集合的样本误差协方差得到总体协方

差的近似值,实现了利用观测信息对每个粒子进行更

新。 基本集合卡尔曼滤波器的实现步骤[9] 如下(设定

集合粒子数为 q ):
步骤 1摇 初始化。 对已知状态先验信息 {x0,P0}

进行采样,得到初始的分析状态集合 Xa
0 勖 (xa1

0 ,. . . ,
xaq
0 ) ,其中 xai

0 表示第 i 个分析状态粒子。 令 k = 1。
步骤 2摇 时间更新。 对每个粒子 i = 1,. . . ,q ,得

到新的预报粒子和相应的预报集合均值 軃xf
k+1 :

xf i
k+1 = f(xai

k ,uk) + w i
k

軃xf
k+1 = 1

q 移
q

i = 1
xf i
k+1

步骤 3摇 计算增益矩阵。
(a)计算总体协方差的估计值:

P̂ f
k+1 = 1

q - 1移
q

i = 1
(xf i

k+1 - 軃xf
k+1) (xf i

k+1 - 軃xf
k+1) T

P̂ f
xyk+1 = 1

q - 1移
q

i = 1
(xf i

k+1 - 軃xf
k+1) (h(xf i

k+1) - h(軃xf
k+1)) T

P̂ f
yyk+1 = 1

q - 1移
q

i = 1
(h(xf i

k+1) - h(軃xf
k+1))(h(xf i

k+1) -

h(軃xf
k+1)) T

(b)计算增益矩阵的估计值:

K̂k+1 = P̂ f
xyk+1 ( P̂ f

yyk+1 + Rk+1) -1

步骤 4摇 观测更新。
(a)对每个粒子 i = 1,…,q ,得到分析状态粒子:

xai
k+1 = xf i

k+1 + K̂k+1(yi
k+1 - h(xf i

k+1)) (4)
其中扰动观测为 yik+1 = yk+1 +vik+1,vik+1 ~ N(0,Rk+1),

且 yk+1 由(2)式得到。
(b)计算分析状态集合的均值和协方差:

軃xa
k+1 = 1

q 移
q

i = 1
xai
k+1 (5)

P̂a
k+1 = 1

q - 1移
q

i = 1
(xai

k+1 - 軃xa
k+1) (xai

k+1 - 軃xa
k+1) T

步骤 5摇 令 k 寅 k + 1,返回步骤 2。

2. 2摇 两种估计投影的集合卡尔曼滤波算法

在现实应用中,状态可能包含某些约束条件,如区

间约束、线性等式约束、非线性等式约束、线性不等式

约束和非线性不等式约束。 而动力系统又可分为线性

动力系统和非线性动力系统,因此可以组合出多种类

型的含约束的动力系统状态估计问题。
由于线性系统的局限性,含线性等式约束的线性

动力系统状态估计问题并没有很大的应用需求。 在众

多含约束的状态估计算法中,系统投影法虽然从估计

误差协方差的角度来看优于估计投影方法,但是系统

投影法并不适用于含约束的非线性动力系统的状态估

计,而估计投影法则并没有这样的局限性,它可以很好

地延拓到含约束的非线性动力系统的状态估计之中。
同时,估计投影法的计算复杂度小,易于实现,且误差

性能较好,是一种简单有效的基于卡尔曼滤波框架的

解决方法。 由此可见,应用估计投影法处理含约束的

非线性系统的状态估计问题是很有意义的。
所谓估计投影方法,就是把无约束的状态估计投

影到状态约束的平面上。 若假设无约束的状态估计为

x̂ (此处为了简化,忽略了作为时刻的下标 k ),则估计

投影方法便是解决下列最优化问题[10, 16]:
軇x = argminx(x - x̂) TW(x - x̂)

s. t. x 沂 Rn 疑 {x:Dx = d}
其中 W 沂 Rn伊n 为一对称正定权矩阵。

主要考虑非线性动力系统中状态含有线性等式约

束的情形。 假设状态包含约束条件(3)式,采用上述

的估计投影方法对由 EnKF 算法得到的状态估计值进

行修正。 由于在 EnKF 算法中,是对每个预报粒子进

行更新得到分析粒子,接着再通过加权平均得到某时

刻的估计向量,故可以考虑分别对分析粒子和估计向

量使用估计投影方法,由此可以得到两种不同的滤波

算法,即:分别将无约束的状态估计值 xai
k 和 軃xa

k 投影到
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相应的约束子空间,得到含约束的状态估计值 軇xi
k 和

x̂k ,这分别对应下述的两种算法。
2. 2. 1摇 算法 1

考虑在 2. 1 节中的步骤 4(a)与步骤 4(b)之间加

入估计投影方法,即首先运用估计投影方法对(4)式

中每个无约束的状态估计粒子 xai
k 进行修正,然后再加

权平均得到新的含约束的状态估计向量 軇xk ,并以此替

代(5)式中的结果,此时含线性等式约束的状态估计

问题为

軇xi
k = argminxk(xk - xai

k ) TW(xk - xai
k )

s. t. xk 沂 Rn 疑 {x:Dkx = dk}
其中 W 沂 Rn伊n 为一对称正定权矩阵。

采用 Lagrange 乘子法求解上述优化问题, La鄄
grange 函数为

J(軇xi
k,姿) = (軇xi

k - xai
k ) TW(軇xi

k - xai
k ) + 2姿T(Dk軇xi

k - dk)
对上式求偏导,并令其为 0,则:

鄣J
鄣軇xi

k
= 2W(軇xi

k - xai
k ) + 2Dk

T姿 = 0

鄣J
鄣姿 = Dk軇xi

k - dk =

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 0

所以含约束的状态估计粒子为

軇xi
k = xai

k - W -1Dk
T (DkW -1Dk

T) -1(Dkxai
k - dk),

i = 1,…,q (6)
k 时刻含约束的状态估计向量为

軇xk =
1
q 移

q

i = 1
軇xi
k (7)

2. 2. 2摇 算法 2
考虑在 2. 1 节中的步骤 4(b)与步骤 5 之间加入

估计投影方法,即直接对(5)式中无约束的加权平均

后的状态估计向量 軃xa
k 使用估计投影方法进行修正,得

到含约束的状态估计向量 x̂k ,并将其用于下一时刻的

状态预报,则含线性等式约束的状态估计问题为:
x̂k = argminxk(xk - 軃xa

k) TW(xk - 軃xa
k)

s. t. xk 沂 Rn 疑 {x:Dkx = dk}
类似地,利用 Lagrange 乘子法处理上述优化问题,得到

含约束的状态估计向量:
x̂k = 軃xa

k - W -1Dk
T (DkW -1Dk

T) -1(Dk軃xa
k - dk) (8)

在这两种算法中, W 这一对称正定权矩阵的选取

对滤波结果是有影响的。 文献[16]中已经证明,若状态

向量服从高斯分布,当 W = P -1 时,滤波结果的估计误

差协方差最小;当 W = I 时,则得到最小均方误差估计。
同时,对于任意满足条件的 W ,由(8)式得到的状态估

计是无偏的。 类似地,根据此定理的证明过程和期望的

线性性可知,由(7)式得到的状态估计也是无偏估计。
上述两种算法都是针对状态约束为线性的情形,

对于非线性状态约束,当约束的非线性程度较弱时,利
用泰勒展开,便可将其转化为(3)式这种线性等式约

束的形式[10]。 但是,对于强非线性等式约束,这种简

单的线性化处理会导致滤波结果产生较大误差。

2. 3摇 两种算法在特定情形下的等价性

当约束矩阵 Dk 退化为常向量,约束向量 dk 退化

为常数时, Dk 沂R1伊n,dk 沂R,xk 沂Rn伊1,W沂Rn伊n 。 事

实上,这种情形也是实际应用中经常会遇到的。 例如

在陆地车辆的 GPS 导航系统定位问题中,状态 xk 包含

4 个分量,分别为车辆的向北方向和向东方向的位置,
以及向北方向和向东方向的速度。 如果已知车辆在道

路上是以固定的航向 兹 在行驶, 则 x(1) / x(2) =
x(3) / x(4) = tan兹 ,由于速度约束隐式地对位置进行

约束,于是对应等式约束(3)式,此时的约束矩阵为 Dk

= [0 0 1 - tan兹] 沂 R1伊n ,约束向量为 dk = 0 沂 R ,其
中 n = 4。 这一节主要探讨 Dk 沂R1伊n,dk 沂R ,且 Dk 和

dk 均为常量的这种特定情形下 2. 2 节中给出的两种算

法的等价性。
定理摇 当 Dk 沂R1伊n,dk 沂R ,且 Dk 和 dk 均为常量

时,算法 1 和算法 2 得到的状态估计结果(7)式和(8)
式是等价的。

证明: 由 Dk 沂 R1伊n,dk 沂 R 均 为 常 量 知,
DkW -1DT

k ,Dkxai
k - dk,Dk軃xa

k - dk 沂 R 。 则(6)式可变形

为

軇xi
k = xai

k -
Dkxai

k - dk

DkW -1Dk
TW

-1Dk
T

所以,算法 1 中的状态估计向量为

摇 摇 軇xk =
1
q 移

q

i = 1
軇xi
k

= 1
q 移

q

i = 1
xai
k - 1

q 移
q

i = 1
(
Dkxai

k - dk

DkW -1Dk
TW

-1Dk
T)

= 軃xa
k - ( 1

q 移
q

i = 1

Dkxai
k - dk

DkW -1Dk
T)W

-1Dk
T

于是

摇 1
q 移

q

i = 1

Dkxai
k - dk

DkW -1Dk
T =

1
q 移

q

i = 1
(Dkxai

k )

DkW -1Dk
T -

dk

DkW -1Dk
T

=
Dk

1
q 移

q

i = 1
xai
k - dk

DkW -1Dk
T

=
Dk軃xa

k - dk

DkW -1Dk
T

故而

摇 摇 摇 摇 軇xk = 軃xa
k -

Dk軃xa
k - dk

DkW -1Dk
TW

-1Dk
T
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= 軃xa
k - W -1Dk

T( D
k W -1Dk

T) - 1(Dk軃xa
k - dk)

这与算法 2 得到的状态估计结果(8)相同,定理得证。

3摇 数值模拟

3. 1摇 算例 1

考虑在一个充分混合的定容等温的间歇式反应器

中,物种 A 到物种 B 的气相不可逆反应如下[19]:

在此间歇式反应器中,气相物种摩尔分数 xA 和 xB 的动

力系统由下列非线性微分方程描述:

d
dt

xA

x
é

ë
êê

ù

û
úú

B

=
- 5px2

A

5px2

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

A

(9)

用 xA,k 和 xB,k 分别表示状态在 k 时刻的两个分量,则摩

尔分数初始值(即 k = 0 时)为 xA,0 = 0. 75,xB,0 = 0. 25。
且摩尔分数本身就具有如下约束:

Cx = 1,摇 x 叟0,摇 坌k,
其中 x = [xA xB] T,C = [1 1] . 采样间隔为 T = 0. 1 s ,

总的反应器压力 仪 k
为摩尔分数的非线性函数:

仪 k
= 5
xA,k + 2xB,k

+ vk

其中 vk ~ N(0,0. 12) 。
集合粒子数设定为 q = 30,估计过程中的初始条

件为 x̂0 = x0,P̂0 = I2。 (9)式中本是无噪声的,在滤波

处理过程中设置过程噪声为 wk ~ N(0,10 -6 I2)。 将

算法 1 和算法 2 得到的状态估计值分别记为 CEnKF1
和 CEnKF2,状态的真实值记为 True,使用 MATLAB
(2012a)软件对上述系统进行仿真,仿真步数为 100,
并在作图时将状态的两个分量分开考虑以便观察,模
拟结果如图 1、图 2 所示。

图 1摇 xA 的真实值、算法 1 和算法 2 的估计值的对比曲线

图 2摇 xB 的真实值、算法 1 和算法 2 的估计值的对比曲线

从图 1 和图 2 中可以看出提出的算法 1 和算法 2
得到的状态估计结果非常接近状态真实值,状态的估

计效果很好。 同时,在此例的特定状态约束下,算法 1
和算法 2 得到的状态估计结果是等价的,这一结果验

证了 2. 3 节中的理论证明。

3. 2摇 算例 2

考虑陆面车辆的 GPS 导航问题,目标状态向量为

x = [孜 灼 孜
·
灼
·
] T ,状态的 4 个分量分别表示车辆的向北

方向和向东方向的位置,以及向北方向和向东方向的

速度。 假设目标作匀速直线运动,且传感器的量测值

为目标的径向距离 r ,则其系统方程表示为

xk+1 =

1 0 T 0
0 1 0 T
0 0 1 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú0 0 0 1

xk + wk

rk = 孜k 2 + 灼k 2 + vk
其中 T 为离散时间步长,过程噪声协方差和观测噪声

协方差分别为 Q = diag([1 1 1 1]),R = 1e - 6。
如果已知车辆在道路上是以固定的航向 兹 在行

驶,则由 2. 3 中所述可知,状态具有形如(3)式的约束

条件,其中 Dk = [0 0 1 - tan兹],dk = 0。
实验过程中,设置 兹 = 30 毅 ,T = 1s ,一共仿真 50

秒,使用的状态向量初始值为 x0 = [0 0 10tan兹 10] ,并
在估计过程中将其作为初始估计,且初始估计协方差

为 P0 = diag([10 10 1 1]) ,集合粒子数 q 设置为 30,
仿真结果如图 3、图 4 所示。

在此例中, Dk 沂 R1伊4,dk 沂 R ,且 Dk 和 dk 均为常

量。 由图 3 和图 4 可知,此时,提出的算法 1 和算法 2
得到的状态估计结果是等价的,这一结果验证了 2. 3
节中的理论证明。
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图 3摇 x(1) 、 x(2) 的真实值与各算法的估计值的对比曲线

图 4摇 x(3) 、 x(4) 的真实值与各算法的估计值的对比曲线

4摇 结束语

针对线性等式状态约束下的非线性系统状态估计

问题,提出了两种不同的含线性等式约束的集合卡尔

曼滤波算法,并证明了当约束矩阵退化为常向量,约束

向量退化为常数时,给出的两种算法得到的滤波结果

是等价性的。 仿真实例验证了这一结论。
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The Equivalence of Two Kinds of Ensemble Kalman
Filter with Linear Equality Constraints

XIE Li鄄qing1,摇 HE La鄄mei2

(Department of Mathematics, Sichuan University, Chengdu 610064, China)

Abstract:For the problem of state estimation for nonlinear systems with linear state equality constraints, the method that
combines ensemble Kalman filter with estimate projection approaches is presented. According to the different objects,
there are two different algorithms of the ensemble Kalman filter with linear equality constraints: (1) calculating weighted
average after using estimate projection method to correct each particle; (2) applying estimate projection method to cal鄄
culating weighted average of the unconstrained state estimation vector. It is theoretically proved that the state estimation
results of the two proposed algorithms are equivalent when the constraint matrix reduces to a constant vector, and the
constraint vector reduces to a constant. Simulation results verify this conclusion.
Key words:probability and statistics; information fusion; ensemble Kalman filter; estimate projection; nonlinear sys鄄
tem; state estimation; state constraints
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