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外罚函数法与广义 Lagrange 乘子法的比较研究

宋摇 菲,摇 吴泽忠
(成都信息工程大学应用数学学院,四川 成都 610225)

摇 摇 摘要:基于非线性约束优化问题,讨论了外罚函数法与广义 Lagrange 乘子法,并通过 MATLAB 编程实现了两种

算法。 实验表明:(1)广义 Lagrange 乘子法在迭代次数和收敛结果上优于外罚函数法且对初始点的选取要求不高;
(2)广义 Lagrange 乘子法的罚因子的修正系数不宜过大,一般在区间(1,2)上取值, 广义 Lagrange 乘子法更具优越

性。 最后,通过 3 个工业工程中的非线性规划实际问题说明乘子法比外罚函数法具有更广泛的实用性。
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0摇 引言

罚函数法是解约束优化问题的一个经典方法,它
的基本思想是:根据约束的特点把约束条件转换成某

种惩罚函数加到目标函数中去,从而将约束优化问题

的求解转化为一系列无约束优化问题[1] 的求解。 罚

函数法主要包括外罚函数法、内点法和广义 Lagrange
乘子法。

外罚函数法首先是由 Courant[2]提出来的,它的基

本思想是:构造惩罚函数,当初始点在非可行区域中

时,给惩罚函数乘以适当的惩罚因子并加到目标函数

中去,使目标函数接受惩罚;当初始点是可行点时,目
标函数不接受惩罚。 由于在外罚函数中,罚因子的选

取对收敛性影响较大,当罚因子趋于无穷时,增广目标

函数 将 呈 现 病 态 性 质。 于 是, 1969 年, Powell 和

Hestenes 提出等式约束问题的乘子法,1973 年,Rock鄄
fellar 再推广到不等式约束的情况。 因此,广义 La鄄
grange 乘子法[3]又称为 PHR 算法,它的基本思想是从

原问题的 Lagrange 函数出发,再加上适当罚函数,从而

解决一系列无约束优化子问题。
在工业生产与工程应用中,外罚函数法与乘子法

都得到了很好的应用,但是究竟哪一个的收敛速度与

收敛效果更好,是本文讨论的关键问题。 从两种算法

的定义来看,外罚函数法的收敛速度和收敛效果会受

到罚因子和罚因子增长的常倍数的影响较大,而乘子

法的收敛速度和收敛效果会受到乘子和罚因子以及它

们的修正系数的影响。 由于外罚函数法的罚因子在迭

代过程中会趋于无穷大,给计算带来一定的困难甚至

是失败,在理论上都知道乘子法可以克服外罚的这个

缺点,使收敛的速度更快。 若适当改变参数的值,那么

外罚函数法和乘子法的收敛速度又会发生怎样的变化

呢?

1摇 预备知识

文中所讨论的两种算法,在求解带约束优化的非

线性规划问题中,其基本思想都是:利用问题的目标函

数和约束函数构造出带有参数的增广目标函数,把约

束非线性规划问题转化为一系列无约束非线性规划问

题,进而再用无约束优化的方法来求解约束问题。 增

广目标函数由两部分构成,一部分是原问题的目标函

数,一部分是由约束函数构造出的“惩罚冶项,其作用

是对“违规冶的点进行“惩罚冶。

1. 1摇 外罚函数法

对于一般约束优化问题:
min f(x),x 沂 Rn

s. t. 摇 hi(x) = 0,摇 i 沂 E = {1,…,l},
摇 摇 摇 hi(x) 叟 0,摇 i 沂 I = { l + 1,…,m}

ì

î

í

ïï

ïï .
(1)

记可行区域为 D = {x沂Rn | ci(x) = 0( i沂E),ci(x) 叟
0( i 沂 I)}, 构造罚函数:

P
~
(x) = 移

l

i = 1
c2i(x) + 移

m

i = l+1
[min(0,ci(x))] 2 (2)

和增广目标函数:

P(x,滓) = f(x) + 滓P
~
(x) (3)

其中, 滓 是罚因子,当 x 沂 D 为可行点时, P(x,滓) =
f(x) ,目标函数不受额外惩罚;当 x 埸 D 不是可行点



时, P(x,滓) > f(x) ,目标函数受额外惩罚。 滓 越大,
惩罚越重。

当 滓 充分大时,要使 P(x,滓) 极小, P
~
(x) 应该充

分小,从而 P(x,滓) 的极小点充分逼近可行域 D ,
P(x,滓) 的极小值逼近 f(x) 的极小值,于是,一般约束

优化问题就转化为了一系列无约束优化问题:
min P(x,滓k) (4)

其中, 滓{ }
k 是正的数列,且 滓k 寅+ ¥。 x(滓) 通常是从

可行域外部趋近于极小值 x* ,因此称这种解法为外

罚函数法(或罚函数法)。
算法步骤:
步骤 1摇 选初值。
取 x0 沂 Rn , 着 > 0, 滓1 > 0, 茁 > 1, k = 1。
步骤 2摇 解无约束优化子问题。
以 xk-1 为初始点,

min P(x,滓k)
令其极小点为 xk 。

步骤 3摇 检验终止条件。

若 滓kP
~
(xk)<着,则算法终止;否则,令 滓k+1 = 茁滓k,

k= k+1,转步骤 2.

1. 2摇 广义 Lagrange 乘子法

同样,考虑混合约束优化问题(1)。 构造增广拉

格朗日函数为

M(x,姿,滓) = f(x) - 移
l

i = 1
姿 ici(x) + 滓

2 移
m

i = l+1

{[max{0,姿 i - 滓ci(x)}] 2 - 姿 i
2} (5)

乘子的修正公式为

(姿k+1) i = (姿k) i - 滓ci(xk)摇 i = 1,…,l , (6)
(姿k+1) i = max{0,(姿k) i - 滓ci(xk)}摇 i = l + 1,…,m

(7)
令

渍k = 移
l

i=1
c2i(xk)+ 移

m

i= l+1
[min{ci(xk),

(姿k) i

滓 }]{ }
2 1 / 2

(8)

终止准则为 渍k £着。
算法步骤:
步骤 1摇 选初值。
取 x0 沂 Rn , 姿1 沂 Rm , 滓1 > 0, 茁 > 1, 着 > 0, 兹

沂 (0,1) , k = 1。
步骤 2摇 求解无约束子问题。
以 xk-1 为初始点,求子问题

min M(x,姿k,滓k)
得极小点为 xk ,其中 M(x,姿k,滓k) 由式(5)、式(6)和

式(7)式所定义。
步骤 3摇 检验终止条件。
若 渍k £着 ,其中 渍k 是由式(8)所定义,则 xk 为问题

(1)的解,算法终止。 否则转步骤 4.
步骤 4摇 修正罚因子。

当
渍k

渍k-1
> 兹 时,令 滓k+1 = 茁滓k 。

步骤 5摇 修正乘子向量 姿 。
计算

(姿k+1) i =(姿k) i-滓茁i(xk)摇 i=1,…,l,
(姿k+1) i =max{0,(姿k) i-滓茁i(xk)}摇 i= l+1,…,m。

令 k = k + 1,转步骤 2。
说明:本文在两种算法求解无约束子问题时都采

用的是 BFGS 算法[6]的程序。

2摇 算例

本次数值实验是基于 MATLAB7. 8. 0 (R2009a),
为了准确比较两种算法的收敛速度,在每一个算例中,
保持相同参数的取值一致。 为了体现惩罚的思想,取
不满足约束条件的点,即可行域外的点作为初值点。
表 1 中 k表示迭代的次数, 滓k 代表罚因子, 姿k 是乘子,
滓kP(xk) 是外罚函数法中检验迭代终止的条件, 渍k 是

广义 Lagrange 乘子法中检验迭代终止的条件, 茁 为罚

因子的修正系数。

2. 1摇 对于二元非线性混合约束问题

min (x1 - 2) 2 + (x2 - 1) 2

s. t. 摇 2 - x1 - x2 = 0,
摇 摇 - x1

2 + x2 叟0
(1)取可行域外任意一点(2,2) T 作为初始点。 滓0

= 0. 8 , 茁 = 1. 5 ,取精度 1伊10-4,得到迭代过程如下:

表 1摇 外罚函数法

k xk 滓k 滓kP(xk)

0 (2. 00000,2. 00000) 0. 80000 0. 13529

1 (1. 18099,1. 06577) 1. 20000 0. 10875

2 (1. 13504,1. 05410) 1. 80000 0. 08401

3 (1. 09832,1. 04226) 2. 70000 0. 06265

4 (1. 07007,1. 03163) 4. 05000 0. 04537

5 (1. 04906,1. 02290) 6. 07500 0. 03209

左 左 左 左

18 (1. 00028,1. 00014) 1182. 31350 0. 00019

19 (1. 00019,1. 00009) 1773. 47026 0. 00013

20 (1. 00013,1. 00006) 2660. 20538 0. 00008
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表 2摇 广义 Lagrange 乘子法

k xk 姿k 滓k 渍k

0 (2. 00000,2. 00000) (0. 10000,0. 10000) 0. 8 0. 55960

1 (1. 23810,1. 06580) (0. 34384,0. 47545) 0. 8 0. 22501

2 (1. 10251,1. 06167) (0. 47519,0. 59853) 0. 8 0. 11029

3 (1. 04947,1. 04580) (0. 55140,0. 64299) 0. 8 0. 06029

4 (1. 02549,1. 03125) (0. 59680,0. 65930) 0. 8 0. 03494

5 (1. 01373,1. 02046) (0. 62415,0. 66506) 0. 8 0. 02084

左 左 左 左 左

11 (1. 00018,1. 00041) (0. 66592,0. 66674) 1. 2 0. 00030

12 (1. 00010,1. 00021) (0. 66628,0. 66672) 1. 2 0. 00016

13 (1. 00005,1. 00011) (0. 66647,0. 66669) 1. 2 0. 00009

(2)改变 茁 的值,精度取 1伊10-7,其他初始条件和

参数值不变得到的结果如表 3、表 4 所示。

表 3摇 外罚函数法

茁 k x* 滓*

2 22 (1. 00000,1. 00000) 3355443. 2

4 11 (1. 00000,1. 00000) 3355443. 2

6 9 (1. 00000,1. 00000) 8062156. 8

表 4摇 广义 Lagrange 乘子法

茁 k x* 滓*

2 27 (1. 00000,1. 00000) 1638. 4

4 30 (1. 00000,1. 00000) 219902325555. 2

6 30 (NaN, NaN) 487487792008397

比较分析:在控制相同的参数情况下,当 茁 = 1. 5
时,广义 Lagrange 乘子法迭代 13 次,而外罚函数法迭

代 20 次,且外罚函数法中最终的罚因子约为 2660、
20538,而广义 Lagrange 乘子法中的罚因子在最后的迭

代中只有 1. 2。 当 茁 增加时,外罚的迭代次数减少,但
罚因子增加;而广义 Lagrange 乘子法对于较大的 茁 来

说,迭代次数增多,罚因子也变得非常大。

2. 2摇 考虑二元非线性混合约束优化问题

min(x1 - 2) 2 + (x2 - 1) 2

s. t. 摇 x1 - 2x2 + 1 = 0
摇 摇 - 0. 25x1

2 - x2
2 + 1 叟 0

(1)取初始点为(2,2) T。 滓0 = 0. 8 , 茁 = 1. 5 ,取精

度为 1伊10-4,得到的迭代过程如下:

表 5摇 外罚函数法

k xk 滓k 滓kP(xk)

0 (2. 00000,2. 00000) 0. 8 0. 31561

1 (1. 39867,0. 98214) 1. 2 0. 30823

2 (1. 29592,0. 97396) 1. 8 0. 28342

3 (1. 19973,0. 96468) 2. 7 0. 24613

4 (1. 11421,0. 95504) 4. 05 0. 20278

5 (1. 04179,0. 94580) 6. 075 0. 15942

左 左 左 左

23 (0. 82308,0. 91148) 8978. 19317 0. 00017

24 (0. 82301,0. 91146) 13467. 28976 0. 00011

25 (0. 82297,0. 91145) 20200. 93464 0. 00007

表 6摇 广义 Lagrange 乘子法

k xk 姿k 滓k 渍k

0 (2. 00000,2. 00000) (0. 10000,0. 10000) 0. 8 0. 85451

1 (1. 57548,0. 94953) (-0. 44114,0. 51771) 0. 8 0. 55931

2 (1. 34044,0. 96728) (-0. 92820,0. 97950) 1. 2 0. 27824

3 (1. 09187,0. 95724) (-1. 14108,1. 23672) 1. 2 0. 18592

4 (1. 00541,0. 94509) (-1. 34851,1. 49935) 1. 8 0. 08713

5 (0. 90977,0. 92930) (-1. 44063,1. 62628) 1. 8 0. 05422

左 左 左 左 左

13 (0. 82344,0. 91157) (-1. 59348,1. 84512) 2. 7 0. 00029

14 (0. 82317,0. 91150) (-1. 59394,1. 84577) 2. 7 0. 00017

15 (0. 82304,0. 91148) (-1. 59419,1. 84614) 2. 7 0. 00009

(2)若改变 茁 的值,精度取 1伊10-8,其他初始条件

和参数值不变得到的结果如表 7、表 8 所示:

表 7摇 外罚函数法

茁 k x* 滓*

1. 8 33 (0. 82288,0. 91144) 212364859. 866634

3 18 (0. 82288,0. 91144) 309936391. 2

5 12 (0. 82288,0. 91144) 195312500

表 8摇 广义 Lagrange 乘子法

茁 k x* 滓*

1. 8 39 (0. 82288,0. 91144) 9715. 16249

3 35 (0. 82288,0. 91144) 309936391. 2

5 23 (0. 82288,0. 91144) 7812500

比较分析:在本次实验中,当 茁 = 1. 5 时,广义 La鄄
grange 乘子法迭代 15 次,而外罚函数法迭代 25 次,且
外罚函数法中最终的罚因子约为 20200. 93464,而广
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义 Lagrange 乘子法中的罚因子在最后的迭代中只有

2. 7。 而当 茁 增大时,虽然两种算法的迭代次数都在逐

渐减少,但是罚因子增大,总的来说,外罚函数法似乎

比广义 Lagrange 乘子法要好一点。

2. 3摇 考虑约三元束优化问题

min 1
2 (x1

2 + 2x2
2 - 2x1x2 + x3

2)

s. t. 摇 x1 + x2 - x3 = 4
x1 - 2x2 + x3 = - 2

(1)取初始点(2,2,2) T。 滓0 = 0. 8,茁 = 1. 5,兹= 0. 6
精度取 1伊10-5。 得到如下迭代过程:

表 9摇 外罚函数法

k xk 滓k 滓kP(xk)

0 (2. 00000,2. 00000,2. 00000) 0. 8 0. 10750

1 (1. 57377,1. 31148, -0. 78689) 1. 2 0. 07575

2 (1. 61798,1. 34831, -0. 80899) 1. 8 0. 05244

3 (1. 64885,1. 37405, -0. 82443) 2. 7 0. 03587

4 (1. 67010,1. 39175, -0. 83505) 4. 05 0. 02433

5 (1. 68459,1. 40383, -0. 84226) 6. 075 0. 01641

左 左 左 左

22 (1. 71426,1. 42855, -0. 85713) 5985. 46211 0. 00002

23 (1. 71426,1. 42855, -0. 85713) 8978. 19317 0. 00001

24 (1. 71427,1. 42856, -0. 85714) 13467. 28976 0. 000008

表 10摇 广义 Lagrange 乘子法

k xk 姿k 滓k 渍k

0 (2. 00000,2. 00000,2. 00000) (0. 10000,0. 10000, 0. 1) 0. 8 0. 63856

1 (1. 54196,1. 22727, -0. 71329) (0. 51399,-0. 19930,0. 1) 0. 8 0. 10340

2 (1. 70431,1. 39807, -0. 82997) (0. 56810,-0. 26186,0. 1) 0. 8 0. 02103

3 (1. 71898,1. 42395, -0. 85096) (0. 57299,-0. 27796,0. 1) 0. 8 0. 00628

4 (1. 71739,1. 42787, -0. 85541) (0. 57246,-0. 28296,0. 1) 0. 8 0. 00228

5 (1. 71567,1. 42847, -0. 85657) (0. 57189,-0. 28469,0. 1) 0. 8 0. 00085

左 左 左 左 左

11 (1. 71439,1. 42860,-0. 85711) (0. 57140,-0. 28571,0. 1) 1. 8 0. 00004

12 (1. 71430,1. 42858,-0. 85710) (0. 57143,-0. 28577,0. 1) 1. 8 0. 00002

13 (1. 71429,1. 42860,-0. 85712) (0. 57142,-0. 28573,0. 1) 1. 8 0. 000009

(2)若改变 茁 的值,精度取 1伊10-8,其他初始条件

和参数值不变得到的结果如表 11、表 12 所示。

表 11摇 外罚函数法

茁 k x* 滓*

2 24 (1. 71429,1. 42857, -0. 85714) 13421772. 8

4 12 (1. 71429,1. 42857, -0. 85714) 13421772. 8

6 10 (1. 71428,1. 42857, -0. 85715) 48372940. 8

表 12摇 广义 Lagrange 乘子法

茁 k x* 滓*

2 27 (1. 71429,1. 42858, -0. 85713) 6553. 6

4 39 (1. 71429,1. 42857, -0. 85714) 3. 7 伊 1018

6 ¥ (1. 71428,1. 42857, -0. 85715) ¥

比较分析:在本次实验中,当 茁 = 1. 5 时,广义 La鄄
grange 乘子法迭代 13 次,而外罚函数法迭代 24 次,且外

罚函数法中最终的罚因子约为13467. 28976,而广义 La鄄
grange 乘子法中的罚因子在最后的迭代中只有1. 8。 当 茁
增大时,广义 Lagrange 乘子法呈现出明显的劣势。

2. 4摇 考虑三元非线性混合约束优化问题

min 1000 - x1
2 - 2x2

2 - x3
2 - x1x2 - x1x3

s. t. 摇 8x1 + 14x2 + 7x3 - 56 = 0
摇 摇 摇 x1

2 + x2
2 + x3

2 - 25 = 0
摇 摇 摇 xi 叟0摇 i = 1,2,3。

(1)初始点取为(2,2,2) T。 滓0 = 0. 8, 茁 = 1. 5,取
精度 1伊10-4,得到以下迭代过程:

表 13摇 外罚函数法

k xk 滓k 滓kP(xk)

0 (2. 00000,2. 00000, 2. 00000) 0. 8 0. 49364

1 (3. 55228,0. 17131, 3. 62199) 1. 2 0. 32861

2 (3. 53895,0. 18645, 3. 59886) 1. 8 0. 21885

3 (3. 53004,0. 19659, 3. 58336) 2. 7 0. 14580

4 (3. 52408,0. 20337, 3. 57299) 4. 05 0. 09715

5 (3. 52010,0. 20790, 3. 56606) 6. 075 0. 06475

左 左 左 左

31 (3. 51215,0. 21696,3. 55222) 1773. 47026 0. 00022

32 (3. 51214,0. 21697,3. 55221) 2660. 20538 0. 00015

33 (3. 51213,0. 21697,3. 55220) 3990. 30808 0. 000099

表 14摇 广义 Lagrange 乘子法

k xk 姿k 滓k 渍k

0 (2. 00000,2. 00000,2. 00000) (0. 1,0. 1,0. 1,0. 1,0. 1) 0. 8 1. 73971

1 (3. 60019,0. 12619,3. 69938) (-0. 27103,-1. 23017,0,0,0) 0. 8 0. 00984

2 (3. 51181,0. 21800,3. 55123) (-0. 27503,-1. 22339,0,0,0) 0. 8 0. 00014

3 (3. 51212,0. 21697,3. 55218) (-0. 27494,-1. 22346,0,0,0) 0. 8 0. 000005

(2)若改变 茁 的值,精度取 1伊10-10,其他初始条件

和参数值不变得到的结果如表 15、表 16 所示。

表 15摇 外罚函数法

茁 k x* 滓*

3 21 (3. 51212,0. 21699,3. 55217) 8368282562. 4

5 14 (3. 51212,0. 21699,3. 55217) 4882812500

7 12 (3. 51212,0. 21699,3. 55217) 11073029760. 8
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表 16摇 广义 Lagrange 乘子法

茁 k x* 滓*

3 32 (3. 51212,0. 21699,3. 55217) 18301433963968. 8

5 ¥ (3. 51212,0. 21699,3. 55217) ¥

7 ¥ (3. 51212,0. 21699,3. 55217) ¥

比较分析:在本次实验中,当 茁 = 1. 5 时,广义 La鄄
grange 乘子法只迭代 3 次,而外罚函数法迭代 33 次,
且外罚函数法中最终的罚因子约为3990. 30808,而广

义 Lagrange 乘子法中的罚因子在最后的迭代中只有

0. 8。 当 茁 增加时,对于外罚函数来说,迭代次数收敛

明显变快,而对广义 Lagrange 乘子法来说已没有优势。

2. 5摇 考虑混合约束

min - 3x1
2 - x2

2 - 2x3
2

s. t. 摇 x1
2 + x2

2 + x3
2 = 3

摇 摇 摇 x2 叟 x1

摇 摇 摇 xi 叟0摇 i = 1,2,3。
(1)初始点取(2,0,1) T, 滓0 = 0. 8,茁 = 1. 5, 精度

取 1伊10-4。 得到以下迭代过程:

表 17摇 外罚函数法

k xk 滓k 滓kP(xk)

0 (2. 00000, 0. 00000, 1. 00000) 0. 8 2. 36459

1 (2. 07439, 0. 45421, 0. 45808) 1. 2 1. 62083

2 (1. 93856, 0. 47085, 0. 42717) 1. 8 0. 80764

3 (1. 80457, 0. 50186, 0. 40186) 2. 7 0. 94256

4 (1. 77999, 0. 51356, 0. 39841) 4. 05 0. 64627

5 (1. 72024, 0. 53647, 0. 39042) 6. 075 0. 38961

左 左 左 左

73 (1. 56340, 0. 64161, 0. 37964) 1. 3 伊 1013 1445. 46960

左 左 左 左

99 (1. 56340, 0. 64161, 0. 37964) 3. 3伊1017 3. 6伊107

左 左 左 左

表 18摇 广义 Lagrange 乘子法

k xk 姿k 滓k 渍k

0 (2.00000,0.00000,1.00000) (0.1,0.1,0.1,0.1,0.1) 0.8 3.98421

1 (2.48845,0.50712,0.04711) (-2.66142,1.68507,0.00000,0,0.06231) 0.8 2.50282

2 (-1.73320,0.07212,0.02914) (-2.67346,0.00000,2.07984,0,0.02735) 1.2 2.04306

3 (1.65201,0.45186,0.01146) (-2.55367,2.16028,0.00000,0,0.00673) 1.8 0.30005

4 (1.20967,1.11842,0.00358) (-2.03921,2.32453,0.00000,0,0.00028) 1.8 0.06674

5 (1.25613,1.18973,0.00014) (-2.02715,2.44405,0.00000,0,0.00002) 1.8 0.01518

6 (1.22143,1.22186,0.00014) (-1.99983,2.44328,0.00000,0,0) 1.8 0.00376

7 (1.22676,1.22311,0.00014) (-2.00149,2.44985,0.00000,0,0) 1.8 0.00101

8 (1.22435,1.22476,0.00014) (-1.99982,2.44913,0.00000,0,0) 1.8 0.00028

9 (1.22489,1.22466,0.00014) (-2.00010,2.44955,0.00000,0,0) 1.8 0.00008

摇 摇 (2)若改变 茁 的值,精度取 1伊10-9,其他初始条件
和参数值不变得到的结果如表 19、表 20 所示。

表 19摇 外罚函数法

茁 k x* 滓*

2 ¥ (1. 58274,0. 59182,0. 38042) ¥

3. 5 ¥ (1. 44149,0. 87818, 0. 38851) ¥

5 ¥ (1. 46457,0. 83500, 0. 39732) ¥

表 20摇 广义 Lagrange 乘子法

茁 k x* 滓*

2 26 (1. 22474,1. 22474,0. 00007) 26214. 4

3. 5 23 (1. 22474,1. 22474,0. 00006) 405675421. 9922

5 14 (1. 22474,1. 22474,0. 00003) 39062500

比较分析:在本次实验中,当 茁 = 1. 5 时,广义 La鄄
grange 乘子法只迭代 9 次便达到收敛的效果,而外罚
函数法却出现了无限循环迭代的现象且不收敛,且外
罚函数法中最终的罚因子大到无法估计,而广义 La鄄
grange 乘子法中的罚因子在最后的迭代中只有1. 8。
当增大精度和 茁 的值时,广义 Lagrange 乘子法的迭代
次数有明显减少,但是罚因子却增大许多。 外罚函数
法失败的原因,可能是由于初始点的选取不恰当以及
罚因子的无限增大,造成了增广目标函数 P(x,滓) 的
海瑟矩阵条件数变大,给计算带来了困难。

2. 6摇 考虑四元约束优化问题

摇 摇 摇 min (x1-1) 2+(x2-2) 2+(x3-3) 2+(x4-4) 2

摇 摇 摇 s. t. 摇 3x1+3x2+2x3+x4 £10
x1+x2+x3+x4 £5
x1,x2,x3,x4叟0

(1)初始点取( 1
2 ,1, 3

2 ,2) T, 滓0 = 0. 8,茁 = 1. 5,精

度取 1伊10-4,迭代过程如下:
表 21摇 外罚函数法

k xk 滓k 滓kP(xk)

0 (0. 5,1,1. 5,2) 0. 8 0

1 (0. 5,1,1. 5,2) 0. 8 0

表 22摇 广义 Lagrange 乘子法

k xk 姿k 滓k 渍k
0 (0.50000, 1.00000, 1.50000, 2.00000) (0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1) 0.8 1.35241

1 (-0.00598, 0.94163, 2.10373, 3.26582) (0.1, 0.3, 1.14416, 0.10478, 0, 0, 0) 0.8 0.95280

2 (-0.01398, 0.92804, 1.97371, 3.01939) (0.1, 0, 2.23275, 0.12156, 0, 0, 0) 1.2 0.22186

3 (-0.10752, 0.76720, 1.76720, 2.76719) (0.1, 0, 2.46563, 0.25059, 0, 0, 0) 1.2 0.12021

4 (-0.09488, 0.72290, 1.72290, 2.72290) (0.1, 0, 2.55421, 0.36444, 0, 0, 0) 1.2 0.08002

5 (-0.07222, 0.70223, 1.70223, 2.70222) (0.1, 0, 2.61622, 0.49444, 0, 0, 0) 1.8 0.03845

左 左 左 左 左

12 (-0.00057, 0.66691, 1.66691, 2.66691) (0.1, 0, 2.66615, 0.66506, 0, 0, 0) 2.7 0.00030

13 (-0.00029, 0.66679, 1.66679, 2.66679) (0.1, 0, 2.66641, 0.66584, 0, 0, 0) 2.7 0.00016

14 (-0.00015, 0.66673, 1.66673, 2.66673) (0.1, 0, 2.66654, 0.66624, 0, 0, 0) 2.7 0.00008
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摇 摇 (2)改变 茁 的值,精度取 1伊10-8,其他初始条件和

参数值不变得到的结果如表 23、表 24 所示。

表 23摇 外罚函数法

茁 k x* 滓*

1. 8 0 (0. 5,1,1. 5,2) 0. 8

3 0 (0. 5,1,1. 5,2) 0. 8

10 0 (0. 5,1,1. 5,2) 0. 8

表 24摇 广义 Lagrange 乘子法

茁 k x* 滓*

1. 8 34 (-2. 1伊10-8,0. 66667,1. 66667,2. 66667) 9715. 1625

3 30 (-5. 8伊10-8,0. 66667,1. 66667,2. 66667) 11479125. 6

10 13 (-8. 3伊10-8,0. 66667,1. 66667,2. 66667) 8000000

比较分析:在本次数值实验中,外罚函数法却出现

了不迭代的现象,从外罚函数的定义中,不难知道外罚

函数法失败的原因是因为初始点是可行域中的点,于

是增广目标函数 P(x,滓)= f(x) +滓P
~
(x)= f(x),即不

接受惩罚,所以 滓P
~
(x) = 0。 而广义 Lagrange 乘子法的

迭代次数随着 茁 的增加呈现先增加后减少的趋势。 在

茁 = 10 时,虽然迭代次数比 茁 = 1. 5 时少,但是罚因子

却明显增大很多。

3摇 罚函数法方法在工业工程中的应用
分析

摇 摇 由于外罚函数法与广义 Lagrange 乘子法的最优值

受到初始点和罚因子的影响较大,得到的结果是可行

域中的点,但有可能不是最优的,因此,为了体现广义

Lagrange 乘子法具有更好的实用性,引用以下几个生

产实例,将外罚函数法与广义 Lagrange 乘子法的收敛

结果与其他计算方法的结果进行比较。

3. 1摇 集中式网络能耗最优化问题的数学模型[5]

摇 摇 min x1(0. 0021x2
2+0. 2765x2+223. 5)

摇 摇 s. t. 摇 x1x2
2叟31132

0 £x1 £20
0 £x2 £60

(1)初始点取(30,70) T, 滓0 = 0. 8, 茁 = 1. 5,精度

取 1伊10-4,迭代过程如下:

表 25摇 外罚函数法

k xk 滓k 滓kP(xk)

0 (30, 70) 0. 8 0

1 (30, 70) 0. 8 0

表 26摇 广义 Lagrange 乘子法

k xk 姿k 滓k 渍k

0 (30. 00000,70. 00000) (0. 1,0. 1,0. 1,0. 1,0. 1,0. 1) 0. 8 25. 37450

1 (4. 27179,85. 36791) (0. 1,0. 52916,0,0,0,20. 39433) 0. 8 16. 94112

2 (5. 26073,76. 92820) (0. 1,0,0,0,0,40. 70817) 1. 2 6. 72475

3 (6. 99253,66. 72459) (0. 1, 0. 05644,0,0,0,48. 77767) 1. 2 4. 43257

4 (7. 49887,64. 43257) (0. 1,0. 06212,0,0,0,56. 75630) 1. 8 2. 05822

5 (8. 08367,62. 05822) (0. 1,0. 06459,0,0,0,60. 46109) 1. 8 1. 27994

左 左 左 左 左

18 (8. 64759,60. 00066) (0. 1,0. 06879,0,0,0,66. 81486) 2. 7 0. 00036

19 (8. 64768,60. 00036) (0. 1,0. 06879,0,0,0,66. 81585) 2. 7 0. 00036

20 (8. 64767,60. 00036) (0. 1,0. 06879,0,0,0,66. 81733) 4. 05 0. 00004

(2)若改变 茁 的值,精度取 1伊10-8,其他初始条件

和参数值不变得到的结果如表 27、表 28 所示。

表 27摇 外罚函数法

茁 k x* 滓*

2. 5 0 (30, 70) 0. 8

4 0 (30, 70) 0. 8

6 0 (30, 70) 0. 8

表 28摇 广义 Lagrange 乘子法

茁 k x* 滓*

2. 5 32 (8. 6478,60. 0000) 11641532. 1826

4 ¥ (8. 6478,60. 0000) ¥

6 22 (8. 6478,60. 0000) 10448555212. 8

在本次数值试验中,可以看出外罚函数法是失败

的。 而广义 Lagrange 乘子法由文献[5]用 SQP 算法所

给出的计算结果 x* = (8. 6478,60. 0000) T 基本一致,
且精度越高,越接近最优值。 但是,随着 茁 的增加,广
义 Lagrange 乘子法的迭代次数增加,且会出现无限重

复迭代的现象。

3.2摇 考虑混合约束优化问题,此优化模型取自Liebman[4]

摇 摇 min x3

摇 摇 s. t. 摇 x3 = 250 + 30x1 - 6x1
2

x3 = 300 + 20x2 - 12x2
2

x3 = 150 + 0. 5( x
1 + x2)2

0 £x1 £9. 422
0 £x2 £5. 903
0 £x3 £267. 42

(1)初始点取(10,7,280) T, 滓0 = 0. 8, 茁 = 1. 5,精
度取 1伊10-4,迭代过程如下:
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表 29摇 外罚函数法

k xk 滓k 滓kP(xk)

0 (10. 0000, 7. 0000, 280. 0000) 0. 8 0. 1798

1 (6. 2991, 3. 8259, 200. 7997) 1. 2 0. 1199

2 (6. 2972, 3. 8246, 200. 9196) 1. 8 0. 0799

3 (6. 2959, 3. 8237, 200. 9995) 2. 7 0. 0533

4 (6. 2951, 3. 8231, 201. 0528) 4. 05 0. 0355

5 (6. 2945, 3. 8227, 201. 0883) 6. 075 0. 0237

左 左 左 左

17 (6. 2934, 3. 8218, 201. 1588) 788. 290 0. 0002

18 (6. 2934, 3. 8218, 201. 1590) 1182. 3135 0. 0001

19 (6. 2934, 3. 8218, 201. 1591) 1773. 4703 0. 00008

表 30摇 广义 Lagrange 乘子法

k xk 姿k 滓k 渍k

0 (10.0000,7.0000,280.0000) (0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1) 0.8 1.1630

1 (6.3047,3.8301,200.3149) (-0.1629,-0.1034,-0.7337,0,0,0,0,0,0) 0.8 0.0003

2 (6.2934,3.8218,201.1595) (-0.1630,-0.1035,-0.7335,0,0,0,0,0,0) 0.8 0.000001

(2)若改变 茁 的值,精度取 1伊10-8,其他初始条件

和参数值不变得到的结果如表 31、表 32 所示。

表 31摇 外罚函数法

茁 k x* 滓*

2 25 (6. 2934,3. 8218,201. 1593) 26843545. 6

5 11 (6. 2934,3. 8218,201. 1593) 39062500

7 9 (6. 2934,3. 8218,201. 1593) 32282885. 6

表 32摇 广义 Lagrange 乘子法

茁 k x* 滓*

2 37 (6. 2934,3. 8218,201. 1593) 13421772. 8

5 ¥ (6. 2934,3. 8218,201. 1593) ¥

7 ¥ (6. 2934,3. 8218,201. 1593) ¥

文献[5]用 SQP 算法求得此问题的最优解为 x* =
(6. 2934,3. 8218,201. 1593) T。 在此问题中,精度对最

终的收敛结果影响不大,但是 茁 的增加外罚函数法的

收敛速度明显减少,但是广义 Lagrange 乘子法却出现

了无限重复迭代的现象。

3. 3摇 可重构计算系统的可靠优化问题的数学模型[7]

min x12 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x1x4 + 2x1x5 + 2x2x3 + 2x2x4 +
2x2x5 + 2x3x4 + 2x3x5 + 2x4x5

s. t. 摇 5x1 + 3x2 + 3x3 + 3x4 + 3x5 = 11 / 3
3x1 + 4x2 + 3x3 + 3x4 + 3x5 = 19 / 6
3x1 + 3x2 + 4x3 + 3x4 + 3x5 = 19 / 6
3x1 + 3x2 + 3x3 + 4x4 + 3x5 = 19 / 6
3x1 + 3x2 + 3x3 + 3x4 + 4x5 = 19 / 6
xi 叟0摇 i = 1,2,3,4,5

(1)初始点取(1,1,1,1,1)T,滓0 =0. 8,茁=1. 5,兹=0. 6
精度取 1伊10-4,迭代过程如下:

表 33摇 外罚函数法

k xk 滓k 滓kP(xk)

0 (1. 0000,1. 0000,1. 0000,1. 0000,1. 0000) 0. 8 0. 0211

1 (0. 2942,0. 1720,0. 1720,0. 1720,0. 1720) 1. 2 0. 0141

2 (0. 3077,0. 1701,0. 1701,0. 1701,0. 1701) 1. 8 0. 0095

3 (0. 3164,0. 1689,0. 1689,0. 1689,0. 1689) 2. 7 0. 0063

4 (0. 3222,0. 1681,0. 1681,0. 1681,0. 1681) 4. 05 0. 0042

5 (0. 3259,0. 1676,0. 1676,0. 1676,0. 1676) 6. 075 0. 0028

左 左 左 左

12 (0. 3329,0. 1667,0. 1667,0. 1667,0. 1667) 103. 7971 0. 0002

13 (0. 3321,0. 1667,0. 1667,0. 1667,0. 1667) 155. 6956 0. 0001

14 (0. 3331,0. 1667,0. 1667,0. 1667,0. 1667) 233. 5434 0. 00007

(2)若改变 茁 的值,精度取 1 伊 10 -8 ,其他初始条

件和参数值不变得到的结果如表 35、表 36 所示。
表 34摇 广义 Lagrange 乘子法

k xk 姿k 滓k 渍k

0 (1. 0000,1. 0000,1. 0000,1. 0000,1. 0000) (0. 1000,0. 1000,0. 1000,0. 1,0. 1,0. 1,0. 1,0. 1,0. 1,0. 1) 0. 8 0. 3272

1 (0. 2494,0. 1886,0. 1886,0. 1886,0. 1886) (0. 2253,0. 0734,0. 0734,0. 0734,0. 0734,0,0,0,0,0) 0. 8 0. 0350

2 (0. 3503,0. 1620,0. 1620,0. 1620,0. 1620) (0. 2029,0. 0818,0. 0818,0. 0818,0. 0818,0,0,0,0,0) 0. 8 0. 0074

3 (0. 3298,0. 1677,0. 1677,0. 1677,0. 1677) (0. 2077,0. 0802,0. 0802,0. 0802,0. 0802,0,0,0,0,0) 0. 8 0. 0015

4 (0. 3341,0. 1665,0. 1665,0. 1665,0. 1665) (0. 2067,0. 0805,0. 0805,0. 0805,0. 0805,0,0,0,0,0) 0. 8 0. 0003

5 (0. 3332,0. 1667,0. 1667,0. 1667,0. 1667) (0. 2069,0. 0804,0. 0804,0. 0804,0. 0804,0,0,0,0,0) 0. 8 0. 00007

表 35摇 外罚函数法

茁 k x* 滓*

2 22 (0. 3333,0. 6667,0. 6667,0. 6667,0. 6667) 3355443. 2

4 11 (0. 3333,0. 6667,0. 6667,0. 6667,0. 6667) 3355443. 2

8 8 (0. 3333,0. 6667,0. 6667,0. 6667,0. 6667) 13421772. 8

表 36摇 广义 Lagrange 乘子法

茁 k x* 滓*

2 24 (0. 3333,0. 6667,0. 6667,0. 6667,0. 6667) 3276. 8

4 35 (0. 3333,0. 6667,0. 6667,0. 6667,0. 6667) 5. 7646伊1016

8 19 (NaN, NaN, NaN, NaN, NaN,) 54975581388. 8
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摇 摇 本次的计算结果与文献[5]用 SQP 算法的计算结
果 x* =(0. 3333,0. 1667,0. 1667,0. 1667,0. 1667) T 相
比较,不难发现,算法的精度越高越收敛效果越好,但
是迭代次数会增多。 随着罚因子的修正系数的增加,
外罚函数法的迭代次数减少,而广义 Lagrange 乘子法
的迭代次数增加,且广义 Lagrange 乘子法最终的罚因
子比外罚函数法还要大。

4摇 讨论

从第二部分和第三部分的算例来看,无论是在理论
上还是在实际应用中,广义 Lagrange 乘子法收敛速度与
收敛结果都具有一定的优越性。 9 次数值实验中,外罚
函数法失败了 3 次,主要原因是:外罚函数法对初始点
的选取要求很高,初始点的选取不恰当会造成实验失
败;且外罚函数法中的罚因子 滓k 增大的速度很快,甚至
趋于无穷,造成 P(x,滓k) 的 Hesse 矩阵条件数变大,使
增广目标函数呈现病态的性质,给数值计算带来很大困
难甚至不可能。 而广义 Lagrange 乘子法在考虑了 La鄄
grange 之后再加上适当的惩罚,其中的罚因子 滓k, 可以
在表中看到,它的增长速度远远低于外罚函数法中的罚
因子的增长速度,便可以克服外罚函数中数据太大所带
来计算困难的这一缺点;且广义 Lagrange 乘子法对初始
点的选取要求不高,对于同样的初始点,广义 Lagrange
乘子法可以得到收敛结果,而外罚函数法不一定会得到
收敛结果。 同时也不难发现,随着罚因子的修正系数 茁
的增加,广义 Lagrange 乘子法表现出明显的劣势,其罚
因子的增长速度甚至会超过外罚函数法,从而易导致数
值实验的失败。

5摇 结束语

通过大量的数值实验不难发现,在外罚函数基础
上建立起来的广义 Lagrange 乘子法对于问题的求解效
率远远高于外罚函数法。 它不仅克服了外罚函数的病
态性,也提高了收敛速度;且广义 Lagrange 乘子法对初

始点的选取不如外罚函数法所要求那样高。 但是,从
罚因子的修正系数 茁 的各种取值看,广义 Lagrange 乘
子法的罚因子的修正系数不宜取太大,一般 茁沂(1,2)
比较合适。 从后边的实例中,不难看出,在工业生产以
及工程应用上,广义 Lagrange 乘子法是很好的选择。
但是对于求解大规模的非线性约束优化问题,由于广
义 Lagrange 乘子法需要对每一个变量求偏导,输入的
工作量将会非常大,因此,还需要进一步改进。
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A Comparative Study of External Penalty Function Method and
Generalized Lagrangian Multiplier Method

SONG Fei,摇 WU Ze鄄zhong
(College of Applied Mathematics, CUIT, Chengdu 610225, China)

Abstract:Based on the nonlinear constrained optimization problem,this paper discussed the external penalty function
method and the generalized lagrangian multiplier method,and two algorithms have been implemented by programming.
The experimental results show that:(1) The generalized multiplier method is superior to the external penalty function
method in the iteration times and the convergence results,and the selection of the initial point is not strict. (2) The cor鄄
rection factor of the penalty factor of the generalized multiplier method should not be too large,evaluating on the interval
(1,2) is more superior. Finally,the practical problems of nonlinear programming in three industrial projects show that
the generalized lagrangian multiplier method has more practicability than the external penalty function method.
Keywords:constraint optimization;external penalty function method;generalized multiplier method;penalty factor;cor鄄
rection coefficient
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