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复矩阵方程的复全局 QMR 算法
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摇 摇 摘要:研究复矩阵方程的全局 krylov 子空间算法。 以复矩阵的实内积为工具,提出一种复全局 M鄄双正交化过

程。 基于该过程,得到一种新的复全局 QMR 算法求解复矩阵方程。 数值算例表明该算法比现有的算法更有效。
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0摇 引言

复矩阵方程在控制理论、计算电磁学以及一些应

用数学领域中有重要应用。 一个典型的例子是用中心

差分离散二维复 Helmholtz 方程时需要求解复 Sylves鄄
ter 矩阵方程 AX+XB =C[1]。 在求解结构特征值问题

时会遇到矩阵方程 AX+XTB =C 或者 AX+XHB =C 的

求解[2]。 另外,矩阵方程 AX+軍XB=C 的解与矩阵 A 和

B 的一致性紧密相关[3]。
目前,实矩阵方程的数值解法较多,比如块 Krylov

子空间方法[4-6],全局 Krylov 子空间方法[7-13],矩阵形

式的 LSQR 方法等[14]。 但是对于复矩阵方程而言,相
应的数值解法很少。 最近,吴爱国等[15] 提出用广义的

GI 算法(EGI)和广义的 CGNE 算法(ECGNE) [16] 求解

复矩阵方程,但是这两种算法在很多数值实验中收敛

速度较慢,特别是 EGI 方法。 另一种处理方式是分别

考虑复矩阵方程的实部与虚部,把问题转化为求解两

个同阶的实矩阵方程,就可利用实矩阵方程的迭代方

法进行处理,但是增加计算量。 因此,构造高效的数值

解法来求解复矩阵方程显得特别重要。
考虑如下复矩阵方程

摇 摇 移
P1

i=1
AiXBi+移

P2

j=1
C jXTD j+移

P3

k=1
Ek軍XFk+移

P4

l=1
MlXHNl =G (1)

的数值解法,其中 Ai,Bi,C j,D j,Ek,Fk,Ml,Nl,G
沂CC n伊n为给定的系数矩阵。 该方程包含了上述所有矩

阵方程作为其特殊例子。 为避免复矩阵方程的实转

化,提出一种能直接求解方程(1)的复全局 QMR 方

法。 该方法的最大特点是以一种新型的复全局 M鄄双
正交化过程为基础,并且引入了复矩阵的实内积。

对给定的两个复矩阵 X,Y沂CC m伊n,定义实内积为

掖X,Y业 F = Re tr(XHY[ ]) ,即为 XHY 的迹的实部[17]。

相应的范数为椰X椰F = 掖X,X业 F = Re tr(XHX[ ]) 。
实内积的使用避免了复全局 M鄄双正交化过程产生复

系数, 并 且 该 内 积 满 足 可 交 换 性, 即 掖X,Y业 F =
掖Y,X业 F,这在一定程度上为计算提供了方便。 另外,
符号 X茚Y 表示矩阵 X 和 Y 的 Kronecker 积。

为叙述方便,引入算子

M:X寅移
P1

i=1
AiXBi+移

P2

j=1
C jXTD j+移

P3

k=1
Ek軍XFk+移

P4

l=1
MlXHNl

即方程(1)转化为

M(X)= G (2)
相应的对偶算子定义为

M*:X 寅 移
P1

i=1
(Ai)HX (Bi)H + 移

P2

j=1
Dj XT Cj + 移

P3

k=1
ET

k軈XFT
k +

移
P4

l=1
NlXHMl。

1摇 复全局 M 鄄双正交化过程

首先介绍一种新的矩阵积符号,即 殷F 积,并给出

一些性质。
定义 1[18]:令 A=[A1,A2,…,Ap]沂CC n伊ps,B=[B1,

B2,…,Bl]沂CC n伊ls,其中 Ai,Bj 沂CC n伊s( i = 1,…p; j = 1,
…,l),则 p伊l 矩阵 AH殷FB 定义如下:

AH殷FB=

掖A1,B1业 F 掖A1,B2业 F … 掖A1,Bl业 F

掖A2,B1业 F 掖A2,B2业 F … 掖A2,Bl业 F

左 左 左 左
掖Ap,B1业 F 掖Ap,B1业 F … 掖Ap,Bl业
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通过一些简单的推导,可以得到如下性质:
性质 1摇 令 A,B,C沂CC n伊ps,L沂迬 p伊p,则有

(1) M (A)H殷FB=AH殷FM*(B);
(2) (M (A)H殷FB) T =BH殷FM(A);



(3)M (A)H殷F(B(L茚Is))= (M (A)H殷FB)L。
设 V沂CC n伊n,W沂CC n伊n,定义如下两个复矩阵 Kry鄄

lov 子空间

摇 Km(M,V)= span{V,M(V),…,Mm-1(V)},
摇 Lm(M*,W)= span{W,M*(W),…,(M*)m-1(W)}。

下面给出一种复全局 M鄄双正交化过程来构造 Km

(M,V1)和 Lm(M*,W1)的 M鄄双正交化基,其中 V1 和

W1 满足一定的条件。
算法 1摇 复全局 M鄄双正交化过程

(1)选取矩阵 V1,W1,使得掖W1,M(V1)业 F =1;
(2)令 茁1 = 啄1 =0,W0 =V0 =0;
(3)对 j=1,2,…,m 计算;
(4)琢 j =掖M*(Wj),M(V j)业 F;
(5) V̂ j+1 =M(V j)-琢 jV j-茁 jV j-1;
(6)Ŵj+1 =M*(Wj)-琢 jWj-啄 jWj-1;

(7)啄 j+1 = 掖Ŵj+1,M( V̂ j+1)业 F

1
2 。 若 啄 j+1 =0,停止;

(8)茁 j+1 =
掖Ŵj+1,M( V̂ j+1)业 F

啄 j+1
;

(9)V j+1 =
V̂ j+1

啄 j+1
;

(10)Wj+1 =
Ŵj+1

茁 j+1
;

(11)结束。
在算法 1 的第 7 步,如果 啄 j +1 = 0 会引起算法的崩

溃,可采用前瞻技术进行处理[19],不作深入讨论。 假

设算法 1 在 m 步之前都不会发生中断。 令 Vm =
V1,V2,…,V[ ]m ,Wm = W1,W2,…,W[ ]m 及三对角实

矩阵 Tm 为

摇 摇 Tm =

琢1 茁2

啄2 琢2 茁3

埙 埙 埙
啄m-1 琢m-1 茁m

啄m 琢
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摇 摇 琢 j,茁 j,啄 j沂迬 ( j=1,…,m),
有如下结论。
定理 1摇 若算法 1 进行 m 步,则产生的矩阵 Vi(i=1,

…,m),Wj(j=1,…,m)构成一个M鄄双正交化系统,即
WH

m殷FM(Vm)= Im, (3)
且满足如下关系

M(Vm)= Vm(Tm茚砖n)+啄m+1Vm+1(eT
m茚In), (4)

M*(Wm)= Wm(TT
m茚砖n)+茁m+1Wm+1(eT

m茚In), (5)
WH

m殷FM2(Vm)= Tm (6)
证明摇 证明过程与文献[20-21]相似,故省略。

2摇 复全局 QMR 算法

根据复全局 M鄄双正交化过程,有

M(Vm)= Vm+1(軌Tm茚砖n),軌Tm =
Tm

啄m+1eT
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令 茁 =椰R0椰F,V1 =
R0

茁 ,则第 m 步的近似解可表

示为

Xm =X0+移
m

i=1
y( i)
m Vi =X0+Vm(ym茚In),

其中 ym = (y(1)
m ,y(2)

m ,…,y(m)
m ) T沂迬 m。 相应的残差矩

阵为

Rm =G-M(Xm)
= G-M(X0+Vm(ym茚In))
= R0-M(Vm)(ym茚In)
= R0-Vm+1(軌Tm茚In)(ym茚In)
= Vm+1(茁軇e1茚In)-Vm+1(軌Tmym茚In)
= Vm+1((茁軇e1-軌Tmym)茚In)

其中 軇e1 = (1,0,…,0) T沂Rm+1。 从而残差矩阵的范数

可表示为

椰Rm椰F =椰Vm+1((茁軇e1-軌Tmym)茚In)椰F (7)
通常采用极小化椰Rm椰F 来计算 ym,但因 Vm+1通常情

况下不是正交的,极小化椰Rm椰F 比较复杂。 因而一

般采用极小化椰茁軇e1 -軌Tmym椰2 来计算 ym,相应的方法

称为 QMR 方法。 对该极小化问题的求解,可采用吉

文斯旋转变换来计算,得到如下的复全局 QMR 算法,
具体细节可参考文献[22]。

算法 2摇 复全局 QMR 算法(CGl鄄QMR)
(1)选取 X0,计算 R0 =G-M(X0)。 令 g1 =椰R0椰F;

(2)令 V1 =
R0

g1
,选取 W1,使掖W1,M(V1)业 F = 1,

(比如W1 =
M(V1)

椰M(V1)椰2
F
);

(3)令 t01 = t10 =0,W0 =V0 =0沂CC n伊n;
(4)对 m=1,2,…计算;
(5) tm,m =掖M*(Wm),M(Vm)业 F;
(6) V̂m+1 =M(Vm)-tm,mVm-tm-1,mVm-1;
(7)Ŵm+1 =M*(Wm)-tm,mWm-tm,m-1Wm-1;
(8) tm+1,m = 掖Ŵm+1,M( V̂m+1)业 F ;

(9) tm,m+1 =
掖Ŵm+1,M( V̂m+1)业 F

tm+1,m
;

(10)Vm+1 =
V̂m+1

tm+1,m
;

(11)Wm+1 =
Ŵm+1

tm,m+1
;
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(12)对 i=max 1,m{ }-2 ,…,m-1,计算 ti,m = ci ti,m
+si ti+1,m, ti+1,m = -si ti,m+ci ti+1,m;

(13)cm =
tm,m

t2m,m+t2m+1,m

,sm =
tm+1,m

t2m,m+t2m+1,m

;

(14) tm,m = cm tm,m+sm tm+1,m;
(15) tm+1,m =0;
(16)gm = cmgm,gm+1 = -smgm;

(17)Pm =
Vm-tm-2,mPm-2-tm-1,mPm-1

tm,m
;

(18)Xm =Xm-1+gmPm;
(19)如果 gm+1 足够小,则停止;
(20)结束。
给出复全局 QMR 算法的残差估计。
定理 2摇 由算法 2 得到的近似解 Xm 的残差矩阵

满足如下关系:
椰Rm椰F £椰Vm+1椰F s1 s2…sm 椰R0椰F

证明摇 根据式(7)有,椰Rm椰F £椰Vm+1椰F 椰茁軇e1-軌Tmym椰2。
又因椰茁軇e1-軌Tmym椰2 =min

y
椰茁軇e1-軌Tmy椰2 = gm+1 ,且 gm+1

=-smgm =(-1)ms1s2…smg1。 故定理得证。

3摇 数值算例

下面给出两个数值算例来说明复全局 QMR 算法

的有效性,并且与广义的 CGNE 方法[16] 在迭代步数

(IT)和计算时间(CPU,单位秒)方面进行比较。 所有

测试都是用 Matlab2013a 编程, 并在处理器为 i7鄄
7700HQ 2. 80 GHz CPU 和 8. 00 GB 内存的笔记本电脑

上运行。 在所有的数值算例中,初值 X0 选为零矩阵,
停止迭代条件为椰Rm椰F £10-7。

例 1摇 计算复 Sylvester 矩阵方程 AX+XB=C,
其中 A=Tn-滓1h2In,B=Tn+i滓2h2In,Tn = tridiag(-1,2,

-1),h= 1
n+1。

该问题来源于中心差分离散二维 Helmholtz 方程

-驻u-滓1u+i滓2u = f(x,y) [1]。 矩阵 C 的选取使得精确

解为 X= tridiag(-1,2i,1)。 计算结果见表 1 和图 1。

表 1摇 例 1 的数值结果

矩阵阶数 算法 迭代次数 CPU / s

n=50
ECGNE 812 0. 277

CGl鄄QMR 196 0. 175

n=100
ECGNE 2957 3. 768

CGl鄄QMR 381 1. 077

n=150
ECGNE 6480 23. 947

CGl鄄QMR 555 4. 632

n=200
ECGNE 11404 91. 491

CGl鄄QMR 732 12. 300

图 1摇 例 1 的收敛曲线
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摇 摇 由表 1 可以看出,在给定相同的停止迭代条件

下,复全局 QMR 算法比广义 CGNE 方法需要更少的迭

代步数和计算时间。 同时,图 1 表明复全局 QMR 算法

的收敛曲线更光滑。
例 2摇 计算共轭 Sylvester 矩阵方程 AX+軍XB = C,

其中 A = tridiag( -1,2 -i,-1),B = tridiag( -1,1 +i,-
1), 矩阵 C 的选取使得精确解为 X= tridiag(1,i,1)。

计算结果见表 2 和图 2。 从表 2 和图 2 可以看出,
相比广义 CGNE 方法,复全局 QMR 算法在迭代步数和

计算时间上都占有一定的优势。

表 2摇 例 2 的数值结果

矩阵阶数 算法 迭代次数 CPU / s

n=50
ECGNE 338 0. 128

CGl鄄QMR 93 0. 080

n=100
ECGNE 698 1. 002

CGl鄄QMR 177 0. 565

n=150
ECGNE 1029 4. 384

CGl鄄QMR 291 2. 607

n=200
ECGNE 1354 11. 944

CGl鄄QMR 379 7. 199

图 2摇 例 2 的收敛曲线

4摇 结束语

基于复全局 M鄄双正交化过程提出一种复全局

QMR 算法求解复矩阵方程,给出了残差估计。 该方法

能够直接求解复矩阵方程而不需要进行复矩阵的实转

化。 数值例子验证了新方法的有效性。
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Complex Global QMR Algorithm for the Complex Matrix Equations
WANG Maoxiao,摇 LI Shengkun

(College of Applied Mathematics,Chengdu University of Information Technology,Chengdu 610225,China)

Abstract:In this paper, we study the global Krylov subspace algorithm for the complex matrix equations. Using the real
inner product of complex matrices, a complex global M鄄biorthogonalization process is proposed. Based on this process,
a new complex global QMR algorithm is obtained to solve the complex matrix equations. The numerical examples show
that the algorithm is more effective than the existing methods.
Keywords:complex matrix equations;real inner product; global M鄄biorthogonalization process;global QMR algorithm
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