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含扩散项 Lotka鄄Volterra 竞争模型的数值模拟

陈艳秋,摇 杨光崇
(成都信息工程大学应用数学学院,四川 成都 610225)

摇 摇 摘要:Lotka鄄Volterra 竞争模型是研究种群关系的重要模型之一,要求它的解是很困难的。 通过有限差分法,研
究一个带有扩散项 Lotka鄄Volterra 系统的近似解,并利用 Matlab 软件绘制该模型中两种群的图像。 通过改变种群的

固有增长率,将所得的两个种群的图像进行对比,清晰地反映出两个种群的变化情况。 在使用有限差分法对模型

进行数值模拟时,克服了非线性问题带来的困难。
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0摇 引言

人类生活在一个巨大的生态系统中,并与生态系

统中存在的各类生物关系密切,因此对于生物种群的

研究一直都是人们在探究生命历程中的一项重举。 人

类对于生物种群的研究最常见的是对其种群数量的研

究,而在数学中往往是通过建立相应的数学模型,运用

这些模型反映种群的变化情况。
Malthus[1] 研究人口数量,提出了经典的 Malthus

模型:
du( t)
dt = ru( t),t>0

u( t0)= u
{

0

(1)

其中,u( t)为 t 时刻种群数量,r>0 为常数表示种群固

有增长率。 再到 Logistic 增长模型[2-3]的问世,即
du( t)
dt = ru( t)(1-u( t)K ),t>0

u( t0)= u
{

0

(2)

其中,K 代表最大环境容量,即在自然条件下可以容纳

的最大种群规模。 正是因为引入了这个新名词,从而推

动了人类的研究进度。 随着研究的推进,开始研究同一

范围内多个种群之间的生存问题,并发现一个种群的存

在会对其他种群的发展起到抑制作用,同时多种群之间

出现了资源竞争的情形,于是诞生了经典的 Lotka鄄Volt鄄
erra 竞争模型(简称为 L鄄V 竞争模型) [4-5]:

du
dt = r1u 1-

u+c1v
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其中,u,v 分别代表两个种群的种群密度,um,vm 分别

代表两个种群的种群密度最大值,ri( i = 1,2)表示对应

两个种群各自的固有增长参数,ci( i = 1,2,)表示种间

竞争抑制参数。 这个模型较清晰地体现了两种群之间

的竞争关系,同时也是单种群的 Logistic 模型研究的延

伸。
由于生命机体容易受到多种因素和变量的影响,所

以将 L鄄V 竞争模型重新进行改写,变为如下形式[2]:
du
dt =u( r1-b1u-c1v)

dv
dt = v( r2-b2v-c2u
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(4)

其中,r1 和 r2 表示对应两个种群的各自的固有增长参

数,b1 和 b2 表示两种群的种内作用系数,也指每个种

群内部的自我约制,c1 和 c2 表示两种群间的作用系

数,也称为种间竞争强度,反映两个种群之间的相互作

用。 上述模型是 L鄄V 竞争模型的常用形式。
考虑到在自然环境里种群和资源总是分布不均

匀,生物种群为了增加生存机遇会通过不同的传播方

式扩大栖息地,于是在空间中发生一定的扩散行为,学
者们在研究的模型中加上扩散项,由此得到带有扩散

项的 L鄄V 竞争模型[11-12]:
坠u
坠t =d1

坠2u
坠x2 +u( r1-b1u-c1v)

坠v
坠t =d2

坠2v
坠x2+v( r2-b2v-c2u
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(5)

其中 di( i=1,2)代表种群扩散速率。
在 Logistic 模型的研究中考虑到了收获项[6]。 陈

霞等[7]运用带收获项的 Logistic 种群增长模型预测了

中国人口数。 所以在对 L鄄V 竞争模型的研究中同样

考虑到收获项,将模型变换为



坠u
坠t =d1

坠2u
坠x2 +u( r1-b1u-c1v)-H1

坠v
坠t =d2

坠2v
坠x2+v( r2-b2v-c2u)-H
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ï
ï 2

(6)

文献[8]提到了单种群模型中收获项的 3 种表示形

式,在后续的研究中也可以考虑将这 3 种形式的收获

项运用到带有扩散项的 L鄄V 竞争模型中。
Lan 等[9]为研究半正定 Hammerstein 积分方程正

解的存在性,证明了

摇 摇 坠u( t,x)
坠t = ru( t,x)(1-u( t,x)K )+d 坠2u( t,x)

坠x2 -

啄H(x)籽着0(u( t,x)) (7)
在 Dirichlet 边界条件下对收获函数有稳态解。 在此之

上,Yang 等[10] 研究了一类高维非线性种群扩散模型

的非稳态局部近似解。 刘钦磐[11] 研究了带有扩散项

模型的初边值问题。
受文献[9-10]的启发,文中将研究带有扩散项的

L鄄V 竞争模型。 由于直接求 L鄄V 竞争模型中方程的解

相当困难,同时为了能够展现 u(x,t)和v(x,t)的具体

解的形式,考虑使用有限差分法[13] 求近似解,并且绘

制出近似解的图像。

1摇 数值模拟

给定一个 L鄄V 竞争系统,研究其中两种群的图像

变化,所给定的 L鄄V 竞争系统是通过式(1)变化而成。
假设在相同区域内有两个生活习性相似的种群,即种

群甲和种群乙,它们之间存在竞争关系。 考虑种群反

应扩散系统的状态取决于时间和空间的变化,这类种

群模型的非稳态情形(即 u=u(x,t),v= v(x,t))如下:
坠u
坠t =

坠2u
坠x2 +r1u(1-u-v),

坠v
坠t =

坠2v
坠x2+r2v(1-v-2u)

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 r1>32,r2>32

u(x,0)= v(x,0)= x(1-x),0<x<1
u(0,t)= v(0,t)= t2

u(1,t)= v(1,t)= (1-t) 2,t

ì
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(8)

其中:u 代表种群甲的种群密度,v 代表种群乙的种群

密度,r1 表示种群甲的固有增长参数,r2 表示种群乙的

固有增长参数,t 表示时间,x 表示位置。
下面建立模型(8)的差分格式:
设 驻x=h=0. 01,驻t=h=0. 01,则有 xi =0+i驻x= ih,

t j =0 + j驻t = jh,其中 i = 0,1,2,…,100; j = 0,1,2,…,
100。 由式(2)可知初始条件和边界条件为u(xi,0)=

v(xi,0)= xi(1-xi),u(0, t j) = v(0, t j) = t2j ,u(1, t j) =
v(1,t j)= (1-t j) 2,要计算其他 u(xi,t j)和 v(xi,t j)的数

值,可利用有限差分法。 先计算种群甲的 u(xi,t j),即

u(xi,t j)-u(xi,t j-1)= 乙t j
t j -1

坠u(xi,t)
坠t dt抑

坠u(xi,t)
坠t ·驻t

(9)
则有

坠u(xi,t j)
坠t 抑

u(xi,t j)-u(xi,t j-1)
驻t (10)

所以

坠2u(xi,t j)
坠x2

i
抑

u(xi+驻x,t j)+u(xi-驻x,t j)-2u(xi,t j)
驻x2

=
u(xi+1,t j)+u(xi-1,t j)-2u(xi,t j)

驻x2 (11)

根据有限差分法得到关于种群甲的近似表达为

u(xi,t j)-u(xi,t j-1)
驻t =

u(xi+1,t j)+u(xi-1,t j)-2u(xi,t j)
驻x2 +

r1u(xi,t j)(1-u(xi,t j)-v(xi,t j)) (12)
对于种群乙而言,同理可得到

v(xi,t j)-v(xi,t j-1)= 乙t j
t j -1

坠v(xi,t)
坠t dt抑

坠v(xi,t)
坠t ·驻t

(13)
那么

坠v(xi,t j)
坠t 抑

v(xi,t j)-v(xi,t j-1)
驻t (14)

又有

坠2v(xi,t j)
坠x2

i
抑

v(xi+驻x,t j)+v(xi-驻x,t j)-2v(xi,t j)
驻x2

=
v(xi+1,t j)+v(xi-1,t j)-2v(xi,t j)

驻x2 (15)

同样能够得到关于种群乙的近似表达为

v(xi,t j)-v(xi,t j-1)
驻t =

v(xi+1,t j)+v(xi-1,t j)-2v(xi,t j)
驻x2 +

r2v(xi,t j)(1-v(xi,t j)-2u(xi,t j)) (16)
将式(12)和式(16)展开后,展开式的最后一项将

会出现 u2(xi,t j),v2(xi,t j),可能出现方程组无解的情

况。 考虑到区间划分得较小,有 u(xi,t j)和 u(xi,t j-1),
以及 v(xi,t j)和 v(xi,t j-1)的值相差也较小,所以为求

解出方程组,将式(12) 的 r1u ( xi, t j ) (1 - u ( xi, t j ) -
v(xi,t j))改写为 r1u(xi,t j)(1-u(xi,t j-1)-v(xi,t j-1)),
将式(16)的 r2v(xi,t j)(1-v(xi,t j)-2u(xi,t j))改写为

r2v(xi,t j)(1-v(xi,t j-1) -2u(xi,t j-1))。 这样就将复杂

的非线性问题转化为线性问题,从而求线性方程组的
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解。 由此关于种群甲的方程变为

u(xi,t j)-u(xi,t j-1)
驻t =

u(xi+1,t j)+u(xi-1,t j)-2u(xi,t j)
驻x2 +

r1u(xi,t j)(1-u(xi,t j-1)-v(xi,t j-1)) (17)
关于种群乙的方程变为

v(xi,t j)-v(xi,t j-1)
驻t =

v(xi+1,t j)+v(xi-1,t j)-2v(xi,t j)
驻x2 +

r2v(xi,t j)(1-v(xi,t j-1)-2u(xi,t j-1)) (18)
对于式(17),当 j=1 时,可列出 99 个近似方程构

成的方程组,如下:

u(x1,t1)-u(x1,0)
驻t =

u(x2,t1)+u(x0,t1)-2u(x1,t1)
驻x2 +r1u(x1,t1)(1-u(x1,0)-v(x1,0))

u(x2,t1)-u(x2,0)
驻t =

u(x3,t1)+u(x1,t1)-2u(x2,t1)
驻x2 +r1u(x2,t1)(1-u(x2,0)-v(x2,0))

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 …
u(x98,t1)-u(x98,0)

驻t =
u(x99,t1)+u(x97,t1)-2u(x98,t1)

驻x2 +r1u(x98,t1)(1-u(x98,0)-v(x98,0))

u(x99,t1)-u(x99,0)
驻t =

u(x100,t1)+u(x98,t1)-2u(x99,t1)
驻x2 +r1u(x99,t1)(1-u(x99,0)-v(x99,0
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又将 u(xi,t j)表示为 u j
i,化简方程组可得

- 驻t
驻x2u

1
0+ 1+2驻t

驻x2-r1·驻t(1-u0
1-v01é
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1-
驻t
驻x2u

1
2 =u0

1

- 驻t
驻x2u

1
1+ 1+2驻t

驻x2-r1·驻t(1-u0
2-v02é
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êê

ù

û
úú) u1

2-
驻t
驻x2u

1
3 =u0

2

- 驻t
驻x2u

1
2+ 1+2驻t

驻x2-r1·驻t(1-u0
3-v03é
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ù

û
úú) u1

3-
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驻x2u

1
4 =u0

3

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 …

- 驻t
驻x2

u1
97+ 1+2驻t

驻x2
-r1·驻t(1-u0

98-v098é
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99 =u0
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驻x2

u1
98+ 1+2驻t

驻x2
-r1·驻t(1-u0

99-v099é
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úú) u1

99-
驻t
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100 =u0
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由此得到通项

- 驻t
驻x2 u

j
i-1 + 1+2驻t

驻x2-r1·驻t(1-u j-1
i -vj-1i

é

ë
êê

ù

û
úú) u j

i -
驻t
驻x2 u

j
i+1 =

u j-1
i (19)

式(19)可表示为

AU=B
其中:j=1,2,…,99,100,
摇 摇 U=(u j

1,u j
2,…,u j

98,u j
99) T,

B= u j-1
1 + 驻t

驻x2u
j
0,u j-1

2 ,…,u j-1
98 ,u j-1

99 + 驻t
驻x2u
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T

,

A=

1+2驻t
驻x2

-r1·驻t(1-uj-11 -vj-11 ) - 驻t
驻x2

- 驻t
驻x2

1+2驻t
驻x2

-r1·驻t(1-uj-12 -vj-12 ) - 驻t
驻x2

埙 埙 埙

- 驻t
驻x2

1+2驻t
驻x2

-r1·驻t(1-uj-198 -vj-198 ) - 驻t
驻x2

- 驻t
驻x2

1+2驻t
驻x2

-r1·驻t(1-uj-199 -vj-199
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。

同理,对于式(18),当 j=1 时,可列出 99 个近似方程构成的方程组,如下:
v(x1,t1)-v(x1,0)

驻t =
v(x2,t1)+v(x0,t1)-2v(x1,t1)

驻x2 +r2v(x1,t1)(1-v(x1,0)-2u(x1,0))

v(x2,t1)-v(x2,0)
驻t =

v(x3,t1)+v(x1,t1)-2v(x2,t1)
驻x2 +r2v(x2,t1)(1-v(x2,0)-2u(x2,0))

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 …
v(x98,t1)-v(x98,0)

驻t =
v(x99,t1)+v(x97,t1)-2v(x98,t1)

驻x2 +r2v(x98,t1)(1-v(x98,0)-2u(x98,0))

v(x99,t1)-v(x99,0)
驻t =

v(x100,t1)+v(x98,t1)-2v(x99,t1)
驻x2 +r2v(x99,t1)(1-v(x99,0)-2u(x99,0
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将 v(xi,t j)用 vji 表示,化简方程组可得

- 驻t
驻x2 v

1
0+ 1+2驻t

驻x2-r2·驻t(1-v01-2u0
1
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驻x2 v

1
2 = v01

- 驻t
驻x2 v
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1+ 1+2驻t

驻x2-r2·驻t(1-v02-2u0
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û
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1
3 = v02

- 驻t
驻x2 v

1
2+ 1+2驻t

驻x2-r2·驻t(1-v03-2u0
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4 = v03

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 …
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v197+ 1+2驻t
驻x2

-r2·驻t(1-v098-2u0
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驻x2
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-r2·驻t(1-v099-2u0
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由此得到通项为

- 驻t
驻x2v

j
i-1+ 1+2驻t

驻x2-r2·驻t(1-vj-1i -2uj-1
i

é
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ù

û
úú) vji-

驻t
驻x2v

j
i+1 =vj-1i

(20)
同样,式(20)可表示为

DV=P
其中:j=1,2,…,99,100,

V=(vj1,vj2,…,vj98,vj99) T,

P= v j-1
1 + 驻t

驻x2 v
j
0,vj-12 ,…,vj-198 ,vj-199 + 驻t

驻x2 v
jæ

è
ç

ö

ø
÷100 ,

D=

1+2驻t
驻x2

-r2·驻t(1-vj-11 -2uj-11 ) - 驻t
驻x2

- 驻t
驻x2
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摇 摇 为更形象地反映方程解的形式,借助数学软件计

算所有 u j
i =u(xi,t j)和 vji = v(xi,t j)( i = 0,1,2,…,100;

j=1,2,…,100)的数值解,并绘制解的图像(结果保留

4 位小数)。 根据文献[9]可知,所取 r 应该大于 32,所

以在绘制图形时选择了 4 种情况,即取 r1 = r2 = 33,r1 =
r2 =100,r1 = r2 =500 以及 r1 = 35,r2 = 50,并在此将区间

划分的步长令为0. 01,运用数学软件 Matlab 绘制出两

个种群的图像,结果如图 1 ~ 4。

(a) 种群甲密度 u (b) 种群乙密度 v

图 1摇 r1 = r2 =33,驻x=驻t=0. 01 时两种群密度 u 和 v 的图像

(a) 种群甲密度 u (b) 种群乙密度 v

图 2摇 r1 = r2 =100,驻x=驻t=0. 01 时两种群密度 u 和 v 的图像
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(a) 种群甲密度 u

(b) 种群乙密度 v
图 3摇 r1 = r2 =500,驻x=驻t=0. 01 时两种群密度 u 和 v 的图像

(a) 种群甲密度 u

(b) 种群乙密度 v

图 4摇 r1 =35,r2 =50,驻x=驻t=0. 01 时两种群密度 u 和 v 的图像

2摇 结果分析

图 1 是考虑 r1 = r2 =33 时所绘制的图像,可以看出

关于 u 的图形在一定范围内是随着时间的增长和位置

的变化而呈上升趋势,关于 v 的图形是随着时间的增

长和位置的变化呈下降趋势,这正好体现出两个相似

物种在同样的生存环境之下,种群甲比种群乙更具生

存优势,能够占有更多的资源,在后期的生存下,种群

乙可能会消失。
图 2 是 r1 = r2 = 100 时所绘制的图形,它们之间的

变化情况类似于图 1,同样可以较为清楚地看出种群

甲比种群乙更具优势。
通过观察图 3 可以发现,当 r1 = r2 =500 时,出现了

只有部分正解的情况,然而考虑到是将模型运用于实

际生活中,其所有的数值解应为正解,说明所取的取值

过大。 这就与文献[9]的结论一致,当 r>32 并且越靠

近 32 时,得到的情况越准确。
图 4 是在两个种群的种群固有增长率不同,并且

选取的值更接近 32 时绘制出的。 在这里 r1 = 35,
r2 =50,由于种群甲的 u 和种群乙的 v 在模型中会相互

影响,所以将两个图像对比后可以发现,在定义的

式(8)下,种群乙的种群密度会减小,种群甲的种群密

度会增加,从而得到种群甲在同样的生存环境下更加

具有优势。 所绘制的以上图像都形象地反映了在给定

式(8)下两种群的增长规律。

3摇 结束语

研究的是一种特殊情况下给定的 L鄄V 竞争模型,
该研究方式同样适用于一般情况的 L鄄V 竞争模型。
对于 L鄄V 竞争模型已有了一定的认知,并且可以发现

多种领域已经涉及到对 L鄄V 竞争模型的研究与应用,
除了常见的应用是用于研究自然界种群之间的关系以

外,它还可以运用到实际生活中。 例如,利用该模型研

究旅游景点的市场变化、服务行业的发展以及网络群

体竞争等。 由此看出 L鄄V 竞争模型在生物、数学、经
济、文化、网络等多个方面有着重大意义。
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Numerical Simulation of Lotka鄄Volterra Competition Model with Diffusion Terms
CHEN Yanqiu,摇 YANG Guangchong

(College of Applied Mathematics, Chengdu University of Information Technology, Chengdu 610225, China)

Abstract:Lotka鄄Volterra competition model is one of the most important models to study population relationship,and it is
very difficult to seek its solutions. In this paper, the finite difference method is used to study approximate solution of a
Lotka鄄Volterra reaction鄄diffusion system, and the images of two鄄competing species in the model are drawn by the Matlab.
By changing the inherent growth rate of the population, we compare the changes in population density of two popula鄄
tions, which clearly reflects the mutual influence between the two populations. In the use of finite difference method, the
difficulty of nonlinearity involved in the competition model is overcome.
Keywords:Lotka鄄Volterra competition model; finite difference method; approximate solution; numerical simulation.
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