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摇 摇 摘要:拟牛顿法是最优化中一种重要的求解无约束问题的方法,对拟牛顿算法的改进是一个重点研究内容。
基于新拟牛顿方程 Bk+1 ·s(k) = (y(k) )*提出一个新的改进的 BFGS 算法,结合以往几种改进的 BFGS 算法,采用

Wolfe 线搜索准则对迭代步长进行搜索,并通过选取一些测试函数利用 MATLAB 工具对这几种改进的 BFGS 拟牛

顿法的收敛效果进行对比分析。 实验结果表明,提出的改进的 BFGS 算法相较于以往几种改进的 BFGS 算法,收敛

效果更好。
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0摇 引言

拟牛顿法是一种求解非线性优化问题方法[1-4],
最早由美国 ARGONNE 国家实验室的物理学家 DAVI鄄
DON 在 20 世纪 50 年代中期提出,随后又由 FLETCH鄄
ER 和 POWELL 不断改进和完善使其成为非线性规划

问题研究的焦点。 因为牛顿法需要计算 HESSIAN 矩

阵的值及其逆矩阵,应用牛顿法将产生巨大的计算量。
因此拟牛顿法的本质思想即想要改善牛顿法这一缺

陷,它使用正定矩阵来近似 HESSIAN 矩阵的逆,从而

简化了运算的复杂度。 拟牛顿法和最速下降法一样只

需要求出每一步迭代时知道目标函数的梯度,通过测

量梯度的变化,构造一个目标函数的模型使之足以产

生超线性收敛性。 另外,因为拟牛顿法不需要二阶导

数的信息,所以有时比牛顿法更有效。
拟牛顿法有许多具体的方法,其中 BFGS 算法是

一种重要的拟牛顿法。 对于该算法的研究有大量的文

献,通过文献可发现研究的重点大多是对 BFGS 算法

进行修正改进从而得出新的 BFGS 拟牛顿算法。 其中

Wei 等[2]于 2006 年在国外一些学者的研究基础上提

出了一类新的改进的拟牛顿方程,即将拟牛顿条件中

的 y(k)用(y(k))*替代,其中(y(k))* = y(k) +Aks(k),从而

得出一类新的 BFGS 算法。 文献[2]提出了 3 种对 Ak

选取的不同方法并证明了算法具有全局收敛性和超线

性收敛性。 在此基础上文献[5]对新拟牛顿方程中的

Ak 进行改进。 受以上研究的启发,本文对文献[2]所
提出的新拟牛顿方程中的 Ak 进行改进,进而提出一种

新的 BFGS 算法,并将这个新的 BFGS 算法与文献[2]
和文献[5]提出的 BFGS 算法进行数值实验,比较这几

种改进的 BFGS 算法的收敛效果。

1摇 预备知识

考虑如下无约束的极小化问题:
min f(x) (1)

其中 x=(x1,x2,…,xn) T沂Rn,f(x)是 Rn 上的一个连

续可微函数。 其迭代格式为

x(k+1)= x(k) +姿kd(k) (2)
d(k)= -Hkg(k) (3)

其中,d(k)为 f(x)在 x(k) 处的搜索方向,g(k) 为 f(x)在
x(k)处的梯度,Hk 为 HESSIAN 矩阵的近似,姿k 为搜索

步长。

1. 1摇 拟牛顿条件

设函数经过 k+1 次迭代后得到 x(k+1),再将目标函

数 f(x)在 x(k+1)附近作二阶泰勒展开,取近似,得到

摇 f(x)= f(x(k+1))+Ñf (x(k+1)) T·(x-x(k+1))+
1
2 (x-x(k+1)) T·Ñ

2 f(x(k+1))·(x-x(k+1))+

o(椰x-x(k+1)椰2) (4)
从而近似地有

f(x)抑f(x(k+1))+Ñf (x(k+1)) T·(x-x(k+1))+
1
2 (x-x(k+1)) T·Ñ

2 f(x(k+1))·(x-x(k+1)) (5)



在等式两端作用梯度算子Ñ,于是有

Ñf(x)抑Ñf(x(k+1))+Hk+1·(x-x(k+1)) (6)
在式(6)中令 x=x(k),并整理,可得

g(k+1) -g(k)抑Hk+1·(x(k+1) -x(k)) (7)
若引入记号

s(k)= x(k+1) -x(k),y(k)= g(k+1) -g(k) (8)
则式(7)可写作

y(k)抑Hk+1·s(k) (9)
则称式(9)为拟牛顿条件,因此,以 Bk+1 对 Hk+1 做近

似,即
y(k)= Bk+1·s(k) (10)

1. 2摇 BFGS 拟牛顿法

BFGS 算法是由 Broyden、Fletcher、Coldfarb、Shanno
在 1970 年各自独立研究所提出的拟牛顿法,是目前最

流行也是最有效的拟牛顿算法。 BFGS 算法的核心思

想是通过迭代用 Bk+1对 HESSIAN 矩阵 Hk+1做近似逼

近,其迭代格式:

Bk+1 =Bk-
Bks(k)(s(k)) TBk

(s(k)) TBks(k)
+y

(k)(y(k)) T

yT
k s(k)

(11)

1. 3摇 Wolfe 线搜索准则

对迭代步长的搜索分为精确线搜索[6-7] 和非精确

线搜索。 在实际计算过程中,采用精确线性搜索的计

算将会产生巨大计算量,且从另一角度讲,优化的目的

是求目标函数在整个区域中的最优值点,把主要精力

集中于某个方向上的精确线搜索似乎没有必要。 因此

通常都会采用非精确步长搜索规则,其目的是使目标

函数的下降量在每一次迭代时都达到最大。
Armijo 线搜索准则是最早的非线性搜索条件,但

是采用 Armijo 线搜索准则会在迭代过程中出现较小

的步长,且在后续的迭代中很可能连续出现很多的小

步长。 而 Wolfe 准则是由 Armijo 条件和曲线条件所组

成,其中 Armijo 条件是使 f(x)在 x(k+1) 处的函数值比

在 x(k)处的函数值小,曲线条件则是拒绝掉满足 Armi鄄
jo 条件的小步长。

采用 Wolfe 线搜索准则对迭代格式 x(k+1) = x(k) +
姿kd(k)中的步长 姿k 进行不精确搜索,Wolfe 线搜索准

则如下:
f(x(k) +姿kd(k))臆f(x(k))+滓1姿k (g(k)) Td(k) (12)

Ñf (x(k) +姿kd(k)) Td(k)逸滓2 (g(k)) Td(k) (13)
式(12)为 Armijo 条件,式(13)即为曲线条件,常数

滓1、滓1 满足 0<滓1<
1
2 ,滓1 <滓2 <1。 通过数值实验表明,

由 Wolfe 准则进行线搜索得到的步长 姿k 具有较好的

性质。

2摇 几种改进的拟牛顿算法

2. 1摇 改进的拟牛顿算法研究

标准的 BFGS 算法是一个传统的有效的拟牛顿算
法,许多研究者对 BFGS 算法进行了改进[8-11]。 一方
面对算法中的步长规则进行研究;另一方面,对拟牛顿
条件改进,得到一些新的 BFGS 算法。 由于本文采用
Wolfe 线搜索准则,因此不再对其他的步长规则研究
作叙述,将主要分析讨论以下几种对拟牛顿条件作改
进的研究。

Wei 等[2]对传统的拟牛顿方程进行修正提出一种
新的拟牛顿方程,即Bk+1·s(k)= (y(k))*,其中(y(k))* =
y(k) +Aks(k),Ak 是一个对称正定矩阵,并提出了一种新
的 BFGS 校正公式:

Bk+1 =Bk-
Bks(k)(s(k)) TBk

(s(k)) TBks(k)
+(y

(k))*((y(k))*) T

(s(k)) T (y(k))*

文献[2]对这一类新的 BFGS 算法给出了的全局
收敛性证明,并给出了 3 种有关 Ak 取法:

(i) Ak =Ak(1)= mkI

(ii) Ak =Ak(2)=
vk

椰s(k)椰2 I

(iii) Ak =Ak(3)=
vk

((s(k)) Ty(k)) 2(y
(k)(y(k)) T)

其中 mk =O(椰g(k)椰)或者一个正数,vk = 2[ f(x(k) ) -
f(x(k+1))]+(g(k) +g(k+1)) Ts(k)。

陈奎琳[5] 在 Wei 等[2] 的基础上对拟牛顿方程中
的参数进行 Ak 改进,得到一种新的 BFGS 算法,即

Bk+1 =Bk-
Bks(k)(s(k)) TBk

(s(k)) TBks(k)
+(y

(k))*((y(k))*) T

(s(k)) T (y(k))*

其中(y(k))* = y(k) +Aks(k),Ak =椰g(k+1) -g(k)椰·I。
文献[5]对这一类新算法的收敛性给出了证明。
本文则将在 Wei 等[2] 和陈奎琳[5] 的基础上对新

拟牛顿方程中的对称正定矩阵 Ak 提出新的选取方法,
从而得出一种新的 BFGS 算法如下:

Bk+1 =Bk-
Bks(k)(s(k)) TBk

(s(k)) TBks(k)
+(y

(k))*((y(k))*) T

(s(k)) T (y(k))*

其中(y(k))* = y(k) +Aks(k),Ak =椰x(k+1) -x(k) 椰·I,不
难发现当 k 充分大时,s(k) 寅0,且椰x(k+1) -x(k) 椰寅0,
则新的拟牛顿方程充分接近原始的拟牛顿方程。

以上几种研究都是对拟牛顿条件做改进得到的新
的 BFGS 算法,而文献[2]和文献[5]均未对提出的改进
的 BFGS 算法做数值实验,因此本文将针对以上几种改
进的 BFGS 算法做好数值实验,并进一步比较分析。

2. 2摇 改进的 BFGS 算法步骤

Step1摇 给定初始点 x0沂Rn 和初始对称正定矩阵
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B0 = I,取终止标量 着>0,令 k=0。
Step2摇 计算 g(k)。 如果椰g(k) 椰臆着,则停止计

算,输出 x(k)作为 f(x)极小点,否则,继续下一步。
Step3摇 解线性方程组 Bkd(k)= -g(k),求得解 d(k) .
Step4摇 令 xk+1 = xk +姿kdk,利用 Wolfe 线搜索准则

求解搜索步长 姿k,给定 滓1沂(0, 1
2 ),滓2沂(滓1,1),若

式(13)和式(14)同时成立则取 姿k =1,否则取 姿k>0 满
足式(13)和式(14)。

Step5 摇 计算 Ak 和 (y(k))* = y(k) + Aks(k),再将

(y(k))*带入新的 BFGS 校正公式修正 Bk 得到 Bk+1。
Step6摇 置 k= k+1,转 Step2。

2. 3摇 改进的 BFGS 算法流程图

改进的 BFGS 算法流程如图 1 所示。

图 1摇 改进的 BFGS 算法流程图

3摇 数值实验

此次计算实验是基于 MATLAB(R2017b),采用

Wolfe 线搜索准则,通过给定初始点,对一些函数实例

分别使用以上几种改进的 BFGS 算法进行迭代求解最

小值,并计算迭代过程中的迭代次数 k,迭代最优解

x(k),以及迭代函数最小值 val。 并对这几种改进算法

的迭代过程和迭代结果进行比较分析。 为了准确分析

比较这几种改进的拟牛顿算法的收敛速度,将对每一

个实例取相同的参数和初始点进行迭代。 为方便对各

种改进的 BFGS 算法进行对比,将文献[2]、文献[5]
中改进的 BFGS 算法和本文所提出的新的 BFGS 算法

分别记为算法 1 ~ 3。

3. 1摇 考虑二次函数无约束优化问题

实例 1摇 min f(x)= 移
n

i=2
ix2

i

该函数为 Sum squares 测试函数,设置精度为10-10,
对于这个二次函数无约束优化问题,将分别对其取 n 个

相同的值作为初始值。 为了对不同的拟牛顿法的进行

收敛性分析,分别对其取不同维度进行迭代。 因此选取

初始点为 x0 =(1,1,…,1)T,分别选取 n=3,n=10,n=20
和 n=50 进行迭代,得到迭代计算过程见表 1。

表 1摇 实例 1 各种改进的 BGFS 算法的迭代计算结果

迭代采用算法 n k 最优解 x(k)(伊10-13) 最小值 val(伊10-23)

算法 1

3 8 (-0. 5694,1. 3771) T 0. 6337788
10 16 (-0. 1319,0. 1163,0. 1950,-0. 0385,…,-0. 1608,0. 0564,0. 0593,-0. 0905) T 0. 0638036
20 28 (0. 0073,0. 0045,0. 0023,-0. 0129,…,-0. 0080,-0. 0014,-0. 0028,-0. 0019) T 0. 0010466
50 58 (0. 0044,-0. 0048,-0. 0053,0. 0117,…,-0. 0005,-0. 0007,-0. 0001,0. 0013) T 1. 2365456

算法 2

3 12 (-0. 2586,-0. 5124) T 0. 0921240
10 23 (-0. 4768,0. 6399,-0. 1615,-0. 2813,…,-0. 0114,-0. 1530,-0. 1021,-0. 1779) T 0. 2848355
20 38 (0. 7096,-0. 9417,0. 0916,-0. 2156,…,-0. 0579,0. 0936,-0. 0141,0. 0184) T 1. 0388962
50 73 (1. 3154,0. 0449,1. 4362,-0. 0480,…,-0. 0321,-0. 1211,-0. 1255,0. 1122) T 6. 6157481

算法 3

3 7 (0. 1013,-1. 5007) T 0. 6776828
10 17 (1. 6339,1. 7617,1. 3067,-0. 4565,…,-0. 3643,-1. 3493,0. 5769,1. 4391) T 6. 3177110
20 28 (-0. 3008,-0. 1076,-0. 1151,-0. 0807,…,-0. 0143,-0. 0177,-0. 0248,-0. 0307) T 0. 0373929
50 49 (-0. 0009,-0. 0005,-0. 0001,0. 0001,…,0. 0000,0. 0000,0. 0000,-0. 0000) T 0. 0000029

摇 摇 比较分析:该测试函数是一个对简单的二次函数

进行求和的函数,各种改进的 BGFS 算法的迭代收敛

曲线如图 2 所示,该函数只有一个全局最小值 f(x*)=
0,其中 x* = (0,0,…,0) T,在控制相同的初始点情况

下,由表 1 中对于 n = 3,10,20,50 的迭代结果可以看

出,这 3 种改进的 BFGS 算法的收敛速度都相差不大,
且都能计算出满足精度要求的最优值,其中算法 1 和

算法 3 的速度较快,算法 2 的速度较慢。 特别地,当
n=20时,算法 1 和算法 3 具有相同的收敛速度,但算

法 1得到了精度更高的最优值,这说明当 n = 20 时,算
法 1的收敛效果优于算法 3。 因此当 n = 10 和 n = 20
时,算法 1 的收敛效果优于算法 3;当 n = 3 和 n = 50
时,算法 3 的收敛速度快于算法 1。
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图 2摇 实例 1 各种改进的 BGFS 算法的迭代收敛曲线

3. 2摇 考虑高次函数的无约束优化问题

实例 2摇 min f(x)= (x1-1) 2+移
n

i=2
i (2xi

2-xi-1) 2

该函数称为 Dixon & Price 函数,对于该函数,将
精度设置为 10-10,同样选取不同维度进行迭代。 选取
初始点为 x0 = (1. 5,1,1. 5,1,…,1. 5,1) T,再分别取
n=2,n=10,和n=15,迭代结果见表 2。

表 2摇 实例 2 各种改进的 BGFS 算法的迭代计算结果

迭代采用算法 n k 最优解 x(k) 最小值 val(伊10-23)

算法 1
2 33 (0. 9999999,0. 7071068) T 2. 2079971
10 51 (1. 0000000,0. 7071068,0. 5946036,…,0. 5027150,0. 5013556,0. 5006774) T 2. 1979343
15 148 (1. 0000000,0. 7071068,0. 5946036,…,0. 5000846,0. 5000423,0. 5000211) T 2. 9501049

算法 2
2 35 (0. 9999999,0. 7071068) T 2. 8040950
10 53 (1. 0000000,0. 7071068,0. 5946036,…,0. 5027150,0. 5013556,0. 5006774) T 1. 5296417
15 70 (1. 0000000,0. 7071068,0. 5946036,…,0. 5000846,0. 5000423,0. 5000212) T 1. 6780153

算法 3
2 32 (0. 9999999,0. 7071068) T 2. 6930876
10 46 (0. 9999999,0. 7071068,0. 5946036,…,0. 5027150,0. 5013556,0. 5006774) T 2. 2875534
15 57 (0. 9999999,0. 7071068,0. 5946036,…,0. 5000846,0. 5000423,0. 5000212) T 1. 4064852

摇 摇 比较分析:该函数是一个 n 元四次多项式函数,其
各种改进的 BGFS 算法的迭代收敛曲线如图 3 所示,
由文献[12]可知该测试函数具有全局最小值 f(x*)=

0,其中 xi =2-2
i-2
2 i ,i = 1,2,…,n。 由表 2 可以看出这三

种改进的 BFGS 算法都能收敛到满足精度要求的最小

值,当 n=2,n=10 时,三种算法迭代次数差别不大,速
度快慢分别是算法 3 最快,其次为算法 1 再是算法 2;
而当 n=15 时,算法 3 的收敛速度最快,算法 2 的收敛
速度较快,而算法 1 的收敛速度则明显慢于另外两个
算法。

图 3摇 实例 2 各种改进的 BGFS 算法的迭代收敛曲线
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摇 摇 实例 3摇 min f(x)= 移
n-1

i=1
100 (xi+1-x2

i ) 2+(xi-1)[ ]2

该函数称为 Rosenbrock 函数,也称为香蕉函数。
在最优化中,Rosenbrock 函数是一个非凸函数,因此常

被用作测试最优化算法性能。 因此,采用此函数对这

3 种改进的 BFGS 算法进行对比分析。 同样地,设置精

度为 10-5,为了对不同的改进的 BFGS 算法进行收敛

性分析,将再分别对其取不同维度进行迭代。 选取初

始点为 x0 = (-1. 2,0,-1. 2,0,…,-1. 2,0) T,再选取

n=2,n=10,n=20和n=50进行迭代,得到迭代计算结

果见表 3。

表 3摇 实例 3 各种改进的 BGFS 算法的迭代计算结果

迭代采用算法 n k 最优解 x(k) 最小值 val(伊10-14)

算法 1

2 38 (0. 9999999,0. 9999999) T 0. 4644797

10 58 (1. 0000000,0. 9999999,1. 0000000,…,1. 0000000,1. 0000000,1. 0000000) T 0. 5652141

20 125 (0. 9999999,0. 9999999,0. 9999999,…,1. 0000000,1. 0000000,1. 0000000) T 0. 7129615

50 195 (0. 9999999,0. 9999999,0. 9999999,…,1. 0000000,1. 0000000,1. 0000000) T 0. 8784013

算法 2

2 32 (1. 0000000,1. 0000001) T 1. 0367071

10 49 (0. 9999999,0. 9999999,0. 9999999,…,0. 9999999,0. 9999999,0. 9999999) T 4. 0080599

20 74 (1. 0000000,0. 9999999,1. 0000000,…,1. 0000000,1. 0000000,1. 0000000) T 0. 3025382

50 142 (1. 0000000,1. 0000000,1. 0000000,…,1. 0000000,1. 0000000,1. 0000000) T 0. 9683717

算法 3

2 30 (0. 9999999,0. 9999999) T 0. 0009107

10 48 (1. 0000000,0. 9999999,1. 0000000,…,1. 0000000,1. 0000000,1. 0000000) T 0. 2936574

20 63 (0. 9999999,0. 9999999,0. 9999999,…,0. 9999999,0. 9999999,1. 0000000) T 0. 8256109

50 109 (1. 0000000,1. 0000000,1. 0000000,…,0. 9999999,0. 9999999,0. 9999999) T 0. 5087971

摇 摇 比较分析:该函数是一个非凸函数,它的各种改进

的 BGFS 算法的迭代收敛曲线如图 4 所示,由文献

[12] 可 知 其 具 有 全 局 最 小 值 点 x* =
(1,1,1,…,1,1) T,在点 xm = (-1,1,1,…,1,1) T 附近

有局部最小值。 在控制相同的初始点情况下,由表 3

中对于 n=2,10,20,50 的迭代结果可以看出这 3 种改

进的 BFGS 算法都能计算出满足精度要求的最优值,
其中算法 3 的收敛速度最快,算法 2 的速度较慢,算法

1 的收敛速度最慢。

图 4摇 实例 3 各种改进的 BGFS 算法的迭代收敛曲线
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实例 4摇 min f(x) = (4 -2. 1x2
1 +

1
3 x4

1) x2
1 +x1x2 +( -4 +

4x2
2)x2

2

该函数称为 Six鄄Hump Camel 函数,对于该函数,
将精度设置为 10-8,由文献[12]可知该测试函数具有

两个全局最小值 f(x*)= -1. 0316,其中两个全局最优

点分 别 为 x*
1 = ( -0. 08984, 0. 71265 ) T 和 x*

2 =
(0. 08984,-0. 71265) T,由于该函数的两个最优值点

关于原点具有对称性,因此分别选取初始点为 x0 =
(-2,2) T 和 x0 =(2,-2) T,迭代结果见表 4。

表 4摇 实例 4 各种改进的 BGFS 算法的迭代计算结果

迭代采用算法 x0 k 最优解 x(k) 最小值 val

算法 1
x0 =(-2,2) T 19 (-0. 0898420130251718,0. 7126564030279365) T -1. 0316284534898774

x0 =(2,-2) T 19 (0. 0898420130251718,-0. 7126564030279365) T -1. 0316284534898774

算法 2
x0 =(-2,2) T 13 (-0. 0898420130925821,0. 7126564029844342) T -1. 0316284534898774

x0 =(2,-2) T 13 (0. 0898420130925821,-0. 7126564029844342) T -1. 0316284534898774

算法 3
x0 =(-2,2) T 12 (-0. 0898420131139434,0. 7126564030269821) T -1. 0316284534898774

x0 =(2,-2) T 12 (0. 0898420131139434,-0. 7126564030269821) T -1. 0316284534898774

摇 摇 比较分析:该函数是一个二元六次函数,其各种改

进的 BGFS 算法的迭代收敛曲线如图 5 所示。 由表 4
的迭代结果可以看出,当初始点为 x0 = (-2,2) T 时,这
3 种改进的 BFGS 算法均收敛到 x*

1 = ( -0. 08984,
0. 71265) T;而当初始点为 x0 = (2,-2) T 时,这 3 种改

进 的 BFGS 算 法 均 收 敛 到 x*
2 = ( 0. 08984,

-0. 71265) T,且对于不同的初始点,它们的迭代次数

和最优值分别相同,这说明对于该函数取不同的初始

点对 3 种改进的 BFGS 算法的收敛速度影响不大,但
是会决定它们收敛的最优值点。 在控制初始点相同的

情况下,这 3 种算法能收敛到同一最优值点,其中算法

3 的收敛速度最快,算法 2 的收敛速度较快,算法 1 的

收敛速度最慢。

3. 3摇 考虑非多项式函数的无约束优化问题

实例 5摇 min f(x)= sin(x1)e(1-cos(x2)) +
cos(x2)e(1-sin(x1)) +(x1-x2) 2

该函数称为 Bird 函数,设置精度为 10-5,选取初始

点为 x0 ={(10,0)T,(2,-5)T},迭代结果见表 5。

(a) x0 =(-2,2)

(b) x0 =(2,-2)
图 5摇 实例 4 各种改进的 BGFS 算法的迭代收敛曲线

表 5摇 实例 5 各种改进的 BGFS 算法的迭代计算结果

迭代采用算法 x0 k 最优解 x(k) 最小值 val

算法 1
x0 =(10,0) T 14 (4. 7010431,3. 1529385) T -106. 76453675

x0 =(2,-5) T 16 (-1. 5821422,-3. 1302468) T -106. 76453675

算法 2
x0 =(10,0) T 10 (4. 7010431,3. 1529385) T -106. 76453675

x0 =(2,-5) T 10 (-1. 5821422?,-3. 1302468) T -106. 76453675

算法 3
x0 =(10,0) T 9 (4. 7010431,3. 1529385) T -106. 76453675

x0 =(2,-5) T 9 (-1. 5821422?,-3. 1302468) T -106. 76453675
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摇 摇 比较分析:该函数是一个同时含有指数函数和三

角函数的非多项式函数,其各种改进的 BGFS 算法的

迭代收敛曲线如图 6 所示,由文献[12] 可知该测试函数

具有两个全局最小值 f(x*)= -106. 764537,其中两个

全局最优点分别为 x*
1 = (4. 70104,3. 15294) T 和 x*

2 =
(-1. 58214,-3. 13024) T。 由表 5 可以看出,当初始点

为 x0 =(10,0) T 时,这 3 种改进的 BFGS 算法均收敛到

x*
1 =(4. 70104,3. 15294)T;而当初始点为 x0 = (2,-2)T

时, 这 3 种 改 进 的 BFGS 算 法 均 收 敛 到 x*
2 =

(-1. 58214,-3. 13024) T,这说明对于该函数取不同的

初始点对 3 种改进的 BFGS 算法的收敛最优值没有太

大影响。 在控制初始点相同的情况下,这 3 种算法能

收敛到同一最优值点,其中算法 3 的收敛速度最快,算
法 2 的收敛速度较快,算法 1 的收敛速度最慢。

(a) x0 =(10,0)

(b) x0 =(2,-2)

图 6摇 实例 5 各种改进的 BGFS 算法的迭代收敛曲线

摇 摇 实例 6摇 min f(x)= (移
5

i=2
icos(( i+1)x1+i))·

(移
5

i=2
icos(( i+1)x2+i))

该函数称为 Shubert 函数,对于该函数,将精度设

置为 10-5,由于该函数有多个极小值点,因此将分别选

取初始点为 x0 ={( -1,-1) T,( -8,-1) T,( -1,-8) T,
(5,-3) T},迭代结果见表 6。

比较分析:Shubert 函数具有多个局部极小和多个

全局极小,其各种改进的 BGFS 算法的迭代收敛曲线

如图 7 所示。 由文献[12]可知当-10臆xi臆10 时该函

数具有 18 个全局最小值 f(x*)勰-186. 7039。 其中,
x* = {( -7. 0835, 4. 8580 ) T, ( -7. 0835, -7. 7083 ) T,
(4. 8580,-7. 0835) T,(-1. 4251,-0. 8003) T,(5. 4828,
4. 8580)T, ( -7. 7083, -0. 8003)T, ( -7. 7083, -7. 0835)T,
(-7. 0835,-1. 4251) T,(4. 8580,5. 4828) T,(-0. 8003,
-7. 7083 ) T, ( -0. 8003, 4. 8580 ) T, ( 5. 4828,
-7. 7083 ) T, ( 5. 4828, -1. 4251 ) T, ( -0. 8003,
-1. 4251 ) T, ( -1. 4251, 5. 4828 ) T, ( -7. 7083,
5. 4828 ) T, ( -1. 4251, -7. 0835 ) T, ( 4. 8580,
-0. 8003) T}。

由表 6 的迭代结果可以看出,这 3 种改进的 BFGS
算法对于初始点取 x0 = {(-1,-1) T,(-8,-1) T,( -1,
-8) T,(5,-3) T}均可迭代到全局最优值点,且其中算

法 3 速度最快,算法 2 速度较快,算法 1 速度最慢。 特

别地,当取 x0 = (-1,-1) T 时,算法 1 和算法 2 的迭代

最优值点为 x* = ( -1. 4251284,-0. 8003211) T,而算

法 3的迭代最优值点为 x* =(-0.8003211,-1.4251284)T,
这是因为这两个最优值点距离初始点 x0 = (-1,-1) T

均较为接近,所以采用的校正公式不同会导致得到的

最优值点不同。 对于其他的不同初始点,3 种改进的

BFGS 算法均得到了相同的最优值点。
表 6摇 实例 6 各种改进的 BGFS 算法的迭代计算过程

迭代采用算法 x0 k 最优解 x(k) 最小值 val

算法 1

x0 =(-1,-1) T 17 (-1. 4251284,-0. 8003211) T -186. 73090883
x0 =(-1,-8) T 10 (-0. 8003211,-7. 7083137) T -186. 73090883
x0 =(-8,-1) T 10 (-7. 7083137,-0. 8003211) T -186. 73090883
x0 =(5,-3) T 15 (4. 8580569,-0. 8003211) T -186. 73090883

算法 2

x0 =(-1,-1) T 10 (-1. 4251284,-0. 8003211) T -186. 73090883
x0 =(-1,-8) T 9 (-0. 8003211,-7. 7083137) T -186. 73090883
x0 =(-8,-1) T 9 (-7. 7083137,-0. 8003211) T -186. 73090883
x0 =(5,-3) T 9 (4. 8580569,-0. 8003211) T -186. 73090883

算法 3

x0 =(-1,-1) T 10 (-0. 8003211,-1. 4251284) T -186. 73090883
x0 =(-1,-8) T 7 (-0. 8003211,-7. 7083137) T -186. 73090883
x0 =(-8,-1) T 7 (-7. 7083137,-0. 8003211) T -186. 73090883
x0 =(5,-3) T 8 (4. 8580569,-0. 8003211) T -186. 73090883
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图 7摇 实例 6 各种改进的 BGFS 算法的迭代收敛曲线

4摇 结束语

采用基于 Wolfe 线搜索准则的拟牛顿算法来求解

无约束优化中的最小值问题,讨论了 3 种不同的改进

的 BFGS 算法,再分别用这 3 种改进的 BFGS 算法对不

同的无约束优化问题求最优解进行对比分析。 通常情

况下,为了不浪费精力去寻找迭代步长的精确极小值,
多会采用非精确线搜索准则对迭代步长进行搜索。 因

为搜索方向很少恰好是正确的方向,通常只要能靠近

就足够。 而采用 Armijo 线搜索准则会在迭代过程中

出现较小的步长,采用 Wolfe 线搜索准则能够有效地

避免出现类似这样的小步长。
通过数值实验计算以及对比分析,发现对于二次

函数的实例中,使用这 3 种改进 BFGS 算法的收敛速

度都较为接近,其中算法 1 和算法 3 的收敛速度对于

不同的函数维度分别表现出不同的优越性,而算法 2
的收敛速度则稍显缓慢。 在所测试的 3 个有关高次函

数的实例中,发现在控制初始点相同的情况下,这 3 种

算法能收敛到同一最优值点,其中算法 3 的收敛速度

均优于算法 1 和算法 2,算法 1 和算法 2 在不同的函数

中对于不同的函数维度各有优势。 且在实例 4 中,发
现对于具有多个全局最优值的函数,通过选取不同的

初始点,会得到不同的最优值点,这说明不同的初始点

选择会决定 3 种改进的 BFGS 算法的收敛最优值点。
最后在有关非多项式函数实例中,两个实例都表明算

法 3 的收敛速度最快,算法 2 的收敛速度较快,算法 1

的收敛速度最慢。 且发现对于具有多个全局最优值的

函数,在控制初始点相同下,这 3 种改进的 BFGS 算法

基本都能得到相同的最优值点,只有在实例 6 中取

x0 =(-1,-1) T时,算法 3 得到了与算法 1 和算法 2 不

同的最优值点,这是因为所得到的最优值点均离初始

点较为接近,而选取不同的初始点也会得到不同的最

优值点。 综上所述,在求解无约束优化问题时,算法 3
的改进相较于算法 1 和算法 2 的改进是一个收敛效果

较为不错的改进。
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A Kind of Improved BFGS Quasi鄄Newton Method and its
Comparison with other Quasi鄄Newton Methods

YANG Qian1,摇 WU Zezhong1,摇 HE Shengyu2

摇 摇 (1. College of Applied Mathematics, Chengdu University of Information Technology, Chengdu 610225, China; 2. Xichang University,
Xichang 615000, China)

Abstract:Quasi鄄Newton method is an important method to solve unconstrained problems in optimization, and the im鄄
provement of the quasi鄄Newton algorithm is a key research content. In this paper, a new improved BFGS algorithm is
proposed based on the new quasi鄄Newton equation Bk+1·s(k)= (y(k))* . Combined with several previous improved BFGS
algorithms, the iterative step size is searched by using the Wolfe line search criterion. By selecting some test functions,
the convergence effects of these improved BFGS quasi Newton methods are compared and analyzed by using MATLAB
tools. The experimental results show that the improved BFGS algorithm proposed in this paper is an improvement with
good convergence effect compared with several previous improved BFGS algorithms.
Keywords:unconstrained optimization; BFGS quasi鄄Newton method; quasi鄄Newton equation; Wolfe line search criterion
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