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关于 f忆( z) -af2( z)的值分布探讨
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摇 摇 摘要:运用 Nevanlinna 的亚纯函数值分布理论和正规族理论方法,研究了超越亚纯函数的值分布理论,进一步

推广 Hayman 的结果,丰富了亚纯函数值分布理论。
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0摇 引言

Hayman[1]证明了以下结果。
定理 A摇 设 a 为非零有穷复数, f 为超越亚纯函

数,n(逸5)为一个正整数,则 f 忆 -afn 取任意有穷复数

无穷多次。
对于 n=3,4,定理 A 不成立。 事实上,Mues[2] 证

实当 n=3,4 时,对于每个非零有穷复数 b,都存在一个

超越函数 f 使得 f 忆-afn屹b。

设有理函数 R = P
Q ,其中 P 和 Q 是互质多项式。

记 deg(R) deg(P)-deg(Q),称整数 deg(R)为有理

函数 R 次数。
本文讨论了定理 A 中 n=2 的情形,证明了如下结

果。
定理 1摇 设 R(堍0),S 为有理函数,f 为超越亚纯

函数,极点重级至少为 3(至多有限个极点例外)。 如

果 f 的级大于 2+max{deg(R)+deg(S),0},则 f 忆-Rf2-S
在复平面上有无限多个零点。

推论 1摇 设 a 为非零有穷复数, f 为超越亚纯函

数,极点重数至少为 3。 如果 f 的级大于 2,则 f 忆( z) -
af2( z)取任意有穷复数无穷多次。

1摇 符号

符号迯 表示复平面,D 表示迯 上的一个区域,对于

z0沂迯 和 r>0,记

驻
-
( z0,r) { z椰z-z0 |臆r},驻( z0,r) { z椰z-z0 | <r}

驻忆( z0,r) { z | 0< z-z0 <r},驻 驻(0,1)

n( r,f)表示 f( z)在 驻(0,r)的极点个数(计算重

数)。 fn圯
字
f 表示函数列{ fn}在 D 内按球面距离内闭一

致收敛于 f,fn圯f 表示{ fn}在 D 内通常意义下(按欧式

距离)内闭一致收敛于 f。

记 f#(z) f 忆(z)
1+ f(z) 2,S(D,f)

1
仔 蓦D

[f#(z)]2dxdy,

S( r,f) S(驻(0,r),f)。
Ahlfors鄄Shimizu 特征函数定义为

T( r,f)= 乙r
0

S( t,f)
t dt,

亚纯函数 f 的级 籽( f)定义为

籽( f) lim sup
r寅¥

lgT( r,f)
lgr 。

2摇 辅助引理

引理 1[3-6] 摇 设 为 D 内只有重级零点的亚纯函

数族,如果 在点 z0 处不正规,则存在点列 zn寅z0;函
数列 fn沂 ;正数列 籽n寅0 使得在迯 上。 有:

籽-1
n fn( zn+籽n灼)= gn(灼)圯

字
g(灼)

其中 g 是迯 上的非常数亚纯函数。 特别地,g 的级最

多为 2。
引理 2[7] 摇 设{ fn}是单位圆 驻 内只有重级零点的

亚纯函数族,如果存在点列 an寅0 和 f#n(an)寅¥,则存

在(i)点列 zn寅0;(ii){ fn}的子序列(仍用{ fn}表示);

(iii)正数 籽n臆
M

f#n(an)
,其中 M 是一个与 n 无关的常

数,使得在复平面迯 上 籽-1
n fn( zn +籽n灼)= gn( 灼)圯

字
g( 灼),

其中 g 是迯 上的非常数亚纯函数。 特别地,g 的级至

多为 2。
引理 3[8] 摇 设 f,g 是 驻(0,籽)内的亚纯函数,且 r,



R 满足关系 r<R< 籽,则

摇 S( r,fg)臆S(R,f)+S(R,g)+ 1
2仔 lg Ræ

è
ç

ö

ø
÷

r
-1

·

乙2仔
0
lg( | g( rei兹) | + | g( rei兹) | -1)d兹

引理 4[9] 摇 设 f 为级 籽 > 2 的亚纯函数, 琢 沂

0,籽-2é

ë
êê

ö

ø
÷

2 和 着沂 0,籽-2-2琢æ

è
ç

ö

ø
÷

2 表示两个常数。 则存在

啄n寅0和 an寅¥,使得 啄n臆 an
-琢,f#(an)逸 an

籽-2-着
2 和

S(驻(an,啄n),f)逸 an
籽-2-2琢-着。

引理 5[10] 摇 设 f 是有穷级的非常数亚纯函数,零
点重级至少为 2。 如果存在非零常数 c,使得 f 忆( z)屹c,

则 f( z)= c( z-a) 2

z-b ,其中 a 和 b(屹a)为常数。

引理 6摇 设 f 是有穷级的非常数亚纯函数,零点的

重级至少为 3,则 f 忆能取到任意的非零有穷复数。
证明:(反证法)假设存在一个非零有穷复数 c,使

得 f 忆屹c。 根据引理 5,f(z)= c (z-a)2

z-b ,其中 a 和b(屹a)

为常数。 这与 f 的零点重级至少为 3 相矛盾。
引理 7摇 设{ fn}是 D 内亚纯函数族,极点重级至

少为 3。 设{Rn}是全纯函数族,在 D 内 Rn圯R,其中

R(屹0)在 D 内全纯;{ Sn}是全纯函数的族,在 D 内

Sn圯S,其中 S 在 D 内全纯。 如果对任意的 n 和任意的

z,都有 f 忆n-Rn f2n-Sn屹0, 则{ fn}在 D 内是正规的。
证明:当 n 足够大时,有

f 忆n( z)
Rn( z) f2n( z)

-
Sn( z)

Rn( z) f2n( z)
-1屹0 (1)

事实上,对于足够大的 n:
(i)如果 fn( z0)屹0,¥,则式(1)成立;
(ii)如果 fn( z0)= 0,则 f 忆n( z0)屹Sn( z0),因此 z0 是

f 忆n( z)
Rn( z) f2n( z)

-
Sn( z)

Rn( z) f2n( z)
-1 的一个极点;

(iii ) 如 果 fn ( z0 ) = ¥ , 则 z0 是
f 忆n( z)

Rn( z) f2n( z)
-

Sn( z)
Rn( z) f2n( z)

的一个零点。

假设{ fn}在 z0沂D 处不正规,记 gn
1

Rn fn
。 显然,

当 n 足够大时,gn 的零点重级至少为 3,且{gn}在 z0
处也不正规。

根据引理 1,存在点列 z0寅0,{gn}的子序列(仍用

{gn}表示)和正数列 籽n寅0,使得在迯 上 Gn( 灼)= 籽-1
n gn

( zn+籽n灼)圯
字
G( 灼),其中 G( 灼)是迯 上有穷级的非常数

亚纯函数,零点重级至少为 3。 记:

I1
Sn( zn+籽n灼)

Rn( zn+籽n灼) f2n( zn+籽n灼)

I2:=
R忆

n( zn+籽n灼)
R2

n( zn+籽n灼) fn( zn+籽n灼)
注意到 I1 =籽2

nRn(zn+籽n灼)Sn(zn+籽n灼)·G2
n(灼)和 I2 =

籽n·
R忆

n( zn+籽n灼)
Rn( zn+籽n灼)

·Gn(灼)。

可见,在迯 \G-1(¥)内 I1圯0 和 I2圯0。 简单的计

算可得:

G忆
n(灼)+1+I1 +I2 = -

f 忆n(w)
Rn(w)f2n(w

æ

è
ç

)
-

Sn(w)
Rn(w)f2n(w)

ö

ø
÷-1

w=zn+籽n灼

屹0
在迯 \G-1(¥)内,G忆

n( 灼) +1 + I1 + I2 圯G忆( 灼) +1。 根据

Hurwitz 定理,在迯 上 G忆(灼)以-1 或 G忆( 灼)屹-1,这与

引理 6 矛盾。

3摇 定理 1 的证明

(反证法)假设 f 忆( z) -R( z) f2( z) -S( z)在复平面

上只有有限多个零点。 为方便起见,记 d1 deg(R),

d2 deg(S),琢
d1+d2

2 ,茁
d2-d1

2 。

令 R( z) ~ c1 zd1,S( z) ~ c2 zd2( z寅¥),其中 c1屹0 和

c2 为常数。
情形 1摇 琢>0。

令 着 表示满足 着沂 0,籽-2-2琢æ

è
ç

ö

ø
÷

2 的常数。 根据引

理 4,存在 an寅¥,啄n寅0,使得

S(驻(an,啄n),f)逸 an
籽-2-2琢-着和 啄n臆 an

-琢 (2)
记

fn( z)
f(an+a-琢

n z)
a茁
n

,Rn( z)
R(an+a-琢

n z)
ad1
n

,

Sn( z)
S(an+a-琢

n z)
ad2
n

其中 z沂驻(0,3)。 在 驻(0,3)内 Rn( z)圯c1,Sn( z)圯c2。
当 n 足够大时,有

f 忆n-Rn f2n-Sn =
f 忆(an+a-琢

n z)-R(an+a-琢
n z) f2(an+a-琢

n z)-S(an+a-琢
n z)

ad2
n

屹0

由引理 7 知,{ fn}在 驻(0,3)内正规。 根据 Marty 定

则,存在 M>0,使得在 驻
-
(0,2)内对于所有的 n 满足 f#n

( z)<M,因此对所有 n,有 S(2,fn)<4M2。 根据引理 3,
当 n 足够大时,有
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S(1, fna茁
n ) 臆 S (2, fn ) + S (2, a茁

n ) + (lg2) -1 lg ( a茁
n +

a茁
n

-1) 臆4M2 + 0 + (lg2) -1 lg (2 an
茁 ) 臆4M2 + 1 +

(lg2) -1 | 茁 | lg an

于是,S ( 驻 ( an, an
-琢 ), f) = S (1, fna茁

n ) 臆4M2 + 1 +
(lg2) -1 | 茁 | lg an ,这与式(2)矛盾。

情形 2摇 琢臆0。
当 z 足够大时,有:

f 忆( z)
R( z) f2( z)

- S( z)
R( z) f2( z)

-1屹0。 (3)

对于足够大的 z0 :
(i)如果 f( z0)屹0,¥,则式(3)成立;
(ii)如果 f( z0)= 0,则 f 忆( z0)屹S( z0),因此 z0 是

f 忆( z)
R( z) f2( z)

- S( z)
R( z) f2( z)

-1 的一个极点;

(iii ) 如 果 fn ( z0 ) = ¥ , 则 z0 是
f 忆n( z)

Rn( z) f2n( z)
-

Sn( z)
Rn( z) f2n( z)

的零点。

记 g( z) 1
R( z) f( z)。 籽 ( g) > 2,令 着 表示满足

着沂 0,籽-2æ

è
ç

ö

ø
÷

3 的常数。 根据引理 4,存在 an寅¥,啄n寅0,使

得

S(驻(an,啄n),g)逸 an
籽-2-着

g#(an)逸 an

籽-2-着
2 (4)

记 gn( z) g(an+z),z沂驻。 当 n 足够大时,g( z)的零

点重级至少为 3。
因此断言{ gn}在 0 处是正规的。 假设{ gn}在 0

处不正规。 应用引理 2,存在点列 zn寅0,{gn}的子序

列(仍用{gn}表示)和正数 籽n臆
M

g#
n(0)

,其中 M 是一

个与 n 无关的常数,使得在迯 上 Gn(灼)= 籽-1
n gn( zn+籽n灼)

圯
字
G(灼),其中 G(灼)是迯 内有穷级的非常数亚纯函数,

零点重级至少为 3。
对于足够大的 z ,有

籽n臆
M

g#
n(0)

= M
g#(an)

臆M an
-籽-2-着4 臆 an

-籽-2-2着4

记:

摇 摇 摇 I1
S(an+zn+籽n灼)

R(an+zn+籽n灼) f2(an+zn+籽n灼)

摇 摇 摇 I2
R忆(an+zn+籽n灼)

R2(an+zn+籽n灼) f(an+zn+籽n灼)
注意到:

摇 摇 摇 I1 = 籽2
nR(an+zn+籽n灼)S(an+zn+籽n灼)·G2

n(灼)

摇 摇 摇 I2 = 籽n·
R忆(an+zn+籽n灼)
R(an+zn+籽n灼)

·Gn(灼)

于是,在迯 \G-1(¥)内,I1圯0 和 I2圯0。 简单的计算可

得

G忆
n(灼)+1+I1-I2 =- f 忆(w)

R(w)f2(w)
- S(w)
R(w)f2(w)

æ

è
ç

ö

ø
÷-1

w=an+zn+籽n灼

屹0
在迯 \G-1(¥)内 G忆

n(灼)+1+I1-I2圯G忆(灼)-1。 根据 Hur鄄
witz 定理,在迯 上有 G忆(灼)以-1 或 G忆(灼)屹-1,这与引

理 6 相矛盾。
由于{gn}在 0 处正规,因此根据 Marty 定则,存在

M>0,啄>0 使得 驻
-
(0,啄)对于所有 n 都有 g#

n( z) <M,进
而有:

摇 摇 S(驻
-
(an,啄),g)= S(驻

-
(0,啄),gn)

= 1
仔 蓦驻

-
(0,啄)

g#
n( z[ ]) 2dxdy臆(M啄) 2

这与式(4)相矛盾。

4摇 结束语

运用 Nevanlinna 的亚纯函数值分布理论和正规族

理论方法,研究了超越亚纯函数的值分布理论,进一步

推广 Hayman 的著名结果,丰富了亚纯函数值分布理

论。 然而遗憾的是,不知道定理 1 中对函数 f 的级的

限制是否是必要的,该问题有待进一步深入研究。
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The Study of f 忆(z)-af2(z) Value Distribution Theory
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Abstract:In this paper, Nevanlinna爷s meromorphic function value distribution theory and normal family theory are used
to study the theory of value distribution of meromorphic functions, which further extend the famous result due to Hay鄄
man, and enrich the value distribution theory of meromorphic functions.
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