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(4+1)维 Fokas 方程的有界行波解
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摇 摇 摘要:利用动力系统分岔的方法研究(4+1)维 Fokas 方程的有界行波解, 获得不同参数情况下这个高维方程

的行波系统的不同拓扑结构相图. 这些相图清楚地展示了行波系统所有可能的有界轨道. 通过复杂的椭圆积分,
根据这些不同类型的轨道给出有界行波解, 包括钟型孤立波解和周期波解.
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0摇 引言

2006 年, Fokas 将可积的 Kadomtsev鄄Petviashvili
(KP)方程和 Davey鄄Stewartson(DS)方程的 Lax 对推广

到高维线性波动方程,得到了(4 +1)维非线性 Fokas
方程[1]:

4utx-uxxxy+uxyyy+12uxuy+12uuxy-6uzw =0 (1)
KP 方程描述了不同深度和宽度的海峡或通道中

的面波和内波的演化,DS 方程描述了有限深度水域上

三维波的演化. 因此,方程(1)的物理性质来源于 KP
和 DS 方程的物理性质. 高维非线性 Fokas 方程是非

常重要的一类方程,该方程的重要性在于它是数学物

理学中的高维可积模型的现实问题,体现了四维空间

中也存在可积的非线性偏微分方程.
正是因为方程(1)的重要性,学者们采取了许多

方法研究该方程的精确解,特别是对该方程行波解的

研究. 2010 年, Lee 等[2] 利用改进的 tanh鄄coth 方法,
扩展的 Jacobi 椭圆函数法和 Exp鄄函数法得到了方程

(1)的许多行波解. Kim 等[3] 利用 (G' / G)鄄展开方法

获得方程(1)的行波解. He[4] 通过使用 F鄄展开方法来

研究方程(1)以找到一些新的行波解. Zhang 等[5]利用

Hirota 的双线性方法得到了方程(1)的行波解,其中包

括单孤子解,双孤子解和三孤子解. M. O. Al鄄Amr 等[6]

利用改进的简单方程法(MSEM)和扩展的最简单方程

法( ESEM) 获得了方程 (1) 的行波解. C. A. Gomez
等[7]通过改进的 tanh鄄coth 方法导出了方程(1)推广的

行波解.
虽然已有学者用各种方法获得了方程(1)的行波

解并得到结论,这对于理解方程波的传播以及物理意

义有非常重要的作用,但是方程的解有可能会遗失. 虽
然上述的方法能够有效地获得各种类型的行波解,但
是这些方法不能清楚地解释:当参数变化时,方程的解

是如何演化的. 动力系统的分岔方法就可以高效地解

决这个问题. 实际上,该方法已经被广泛地应用于各种

系统[8-15],包括奇行波系统和非奇行波系统. 从物理

数学的角度来研究方程(1)的有界行波解.

1摇 (4+1)维 Fokas 方程行波系统的分
岔和相图

摇 摇 对方程(1)做行波变换 u(x,y,z,w)= u(孜),孜 = x+
ay+bz+dw鄄ct,其中 c屹0 表示波速,得到

(a3-a)u 义义+(-6bc-4d)u义+12a(u忆) 2+12auu义=0
(2)

其中忆表示 d / d孜. 对式(2)进行两次积分,并省略积分

常数,得
(a3-a)u义+6au2+(-6bd-4c)u=0 (3)

假设 a3-a屹0 且 a>1,因为 a<-1 或-1<a<0 或 0<a<1
有相似的讨论结果. 式(3)可以写成如下的等价形式:

u忆= y

y忆= -6
a2-1

u2+6bd+4c
a3-a

ì

î

í
ïï

ïï u
(4)

该系统有如下的能量函数:

H(u,y)= 1
2 y2+ 2

a2-1
u3-3bd+2c

a3-a
u2 (5)

定理摇 当 c屹-3bd
2 ,系统(4)有两个平衡点 A(0,0)和

B(3bd+2c3a ,0). 当 c>-3bd2 时,A 为鞍点,B 为中心;当 c<



-3bd
2 时,A 为中心,B 为鞍点. 当 c= -3bd

2 时,系统(4)只

有一个平衡点 C(0,0).

证明摇 由直接的计算可知,当 c屹-3bd
2 时,系统(4)有

两个平衡点 A(0,0)和 B(3bd+2c3a ,0). 记 M(u,y)为系

统(5)的线性化系统的系数矩阵:

M(u,y)=
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记 J(u,y)= det(M(u,y)) . 计算得到平衡点 A,B 相应

的行列式 J(A)= -6bd+4c
a3-a

,J(B)= 6bd+4c
a3-a

. 当 c>-3bd2
时,J(A)>0,J(B) <0. 由动力系统和哈密顿系统的相

关理论[17],可知 A 为鞍点,B 为中心. 同理可证当 c<
-3bd
2 时,A 为中心, B 为鞍点.

若 c= -3bd
2 ,直接计算可知系统(4)有唯一的平衡

点 C(0,0). 且 J(C)= 0. 这意味着 C 是高阶平衡点.
根据文献[17]知 C 为尖点.

显然,c>-3bd2 与 c<-3bd2 系统(4)有相同的拓扑结

构. 为了简便,讨论 c>-3bd2 和 c = -3bd
2 情况下,系统的

拓扑结构即可. 记 h =H(u,y),可计算出平衡点的能

量值:
hA =0,

hB = -(3bd+2c)
3

27(a5-a3)

显然当 c>-3bd2 时,鞍点的能量大于中心的能量,即

hA>hB . 基于以上分析,有如下分析结果:

情形 1 摇 当 c>-3bd
2 时,存在一条连接鞍点的同宿轨

祝1(h)包围着中心 B,并且中心 B 周围是一簇周期轨

祝4(h):
祝1(h)= {H(u,y)= h,h=0}

祝4(h): H(u,y)= h,h沂 -(3bd+2c)
3

27(a5-a3)
,æ

è
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ø
÷{ }0 .

当 h寅 - (3bd+2c)3

27(a5-a3)
时,祝4(h)趋于中心B,当h寅0 时,祝4(h)

趋于同宿轨 祝1(图 1a). 除了同宿轨 祝1 和周期轨 祝4 外,
图 1(a)的其他轨道都是无界轨道,包括 祝2 和 祝3 .

情形 2 摇 当 c = -3bd
2 时, 方程 ( 1 ) 全是无界轨道

(图 1b).

(a) b=d=1,c=2

(b) b=1,d=2,c=-3
图 1摇 系统(4)的相图

2摇 (4+1)维 Fokas 方程的有界行波解

根据上面的分析,有界轨道只存在于情形 1 中,即

c>-3bd2 时的同宿轨 祝1 以及周期轨 祝4 .

首先,考虑第一种有界轨道同宿轨 祝1,其能量等
于 0. 该轨道可以被表示成:

y= 依 - 4
a2-1

u2(u-u1) ,

这里 u1 =
3bd+2c

2a , 并且0<u<u1 . 取初始值 u(0)= u1 . 根

据系统(4)的第一个方程可知,同宿轨 祝1 可表示成:

乙u1
u

du
-u2(u-u1)

= 乙0
孜

2
a2-1

d孜,孜<0,

和

- 乙u
u1

du
-u2(u-u1)

= 乙孜
0

2
a2-1

d孜,孜>0.

这两个表达式可以写为

乙u
u1

du
-u2(u-u1)

= -2
a2-1

孜 摇 -¥<孜<+¥.

注意到

乙u
u1

du
u u1-u

= 1
u1

ln
u1 - u1-u
u1 + u1-u

通过计算得到同宿解的表达式(图 2a):

uh =u1-
u1(1-e

-2
a2-1

孜 ) 2

(1+e
-2
a2-1

孜 ) 2
摇 -¥<孜<+¥.
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其次,考虑第二种有界轨道周期轨 祝4,其能量高

于中心 B 的能量,但是低于鞍点 A 的能量. 其中任意

周期轨道:

y= 依 2
a2-1

(u4-u)(u-u3)(u-u2) .

这里 u2,u3,u4是实数,并且满足 u2 <u3 <u<u4 . 设周期

为 2T. 取初始值 u(0)= u3 . 则同宿轨 祝4 表示为如下

积分形式:

乙u
u3

du
(u4-u)(u-u3)(u-u2)

= 乙孜
0

2
a2-1

d孜,摇 0<孜<T,

和

乙u3
u

du
- (u4-u)(u-u3)(u-u2)

= 乙0
孜

2
a2-1

d孜,摇 -T<孜<0.

即

乙u
u3

du
(u4-u)(u-u3)(u-u2)

= 2
a2-1

孜 ,摇 -T<孜<T.

利用公式

乙u
u3

du
(u4-u)(u-u3)(u-u2)

= g·sn-1 (u4-u2)(u-u4)
(u4-u3)(u-u2)

,
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这里 g = 2
u4-u2

,k2 =
u4-u3

u4-u2
,得到系统(4)的周期解

(图 2b):

up =u2+
(u3-u2)(u4-u2)

(u4-u2)-(u4-u3)sn2 u4-u2

a2-1
æ

è
ç

ö

ø
÷孜
摇 -T<孜<T.

(a) 钟型孤立波

(b) 周期波

图 2摇 同宿轨和周期轨的数值模拟

3摇 结束语

应用动力系统分岔法研究了(4+1)维 Fokas 方程

的有界行波,通过详细地分析相空间几何,可以无遗漏

地研究它的所有有界轨道。 最后给出有界解的显示表

达式,其中包括同宿轨对应的钟型孤立波和周期轨对

应的周期波. 这有助于理解非线性波在高维空间中的

运动.
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Bounded Traveling Wave Solutions of (4+1) Dimensional Fokas Equation
CAI Niping

(College of Applied Mathematics, Chengdu University of Information Technology, Chengdu 610225, China)

Abstract:In this paper, the bifurcation method of dynamical system is used to study the bounded traveling wave solu鄄
tions of (4+1) dimensional Fokas equation. We obtain the different topological structure of the traveling wave solution of
this higher dimensional equation with different parameters. These phase diagrams clearly show all bounded orbits of it.
Calculating by complex elliptic integrals, bounded solutions of traveling waves are given according to these different types
of orbits, including bell solitary wave solutions and periodic wave solutions.
Keywords:(4+1) dimensional Fokas equation; dynamical system; bell solitary wave solutions;periodic wave solutions
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