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斜压大气中任意频率惯性重力内波不稳定的判据

吴摇 洪1,摇 牛摇 宁1,摇 豆京华2

(1. 中国气象局气象干部培训学院,北京 100081;2. 中国气象局气象干部培训学院河北分院,河北 保定 071000)

摇 摇 摘要:为分析斜压大气中任意频率惯性重力内波的稳定性,利用非静力平衡的 Boussinesq 近似的方程组和正交

模方法,着重对波动不稳定的充分条件(即判据)进行讨论。 主要结果表明:当基流随高度增大时,波动不稳定的必

要条件是波动的等位相线向北倾斜;当基流随高度减小时,波动不稳定的必要条件是波动的等位相线向南倾斜。
当大气为层结稳定时,波动不稳定的充分条件即判据是环境大气不但满足 S4 -N2F2 >0,且波动等位相面的倾斜率

必须位于S2- S4-N2F2

N2 与S2+ S4-N2F2

N2 之间。 对于层结稳定、惯性稳定的环境大气,若 S4 >N2F2,当环境大气的

基流随高度增大时,S
2- S4-N2F2

N2 小于环境大气的等绝对动量面的倾斜率,S
2+ S4-N2F2

N2 大于环境大气的等位温

面的倾斜率。
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0摇 引言

描述中尺度运动的控制方程组,包含的特征波动

是频谱较广的重力波,采用 Boussinesq 近似后,该方程

组包含的特征波动则是低频的重力波,如惯性重力内

波[1]。 惯性重力内波常与暴雨、台风、强对流等天气

有关[2-8]。
不考虑基本气流,大气中惯性重力内波的频率为

棕2 =
N2k2+f20m2

k2+m2 ,惯性重力内波不稳定的必要条件是

N2<0,不稳定的充要条件为 N2k2+f20m2<0[1]。
考虑基本气流具有水平和垂直切变,刘式适

等[9],李崇银等[10]分析讨论了惯性重力内波的不稳定

性。 同样在具有水平和垂直切变基本气流的大气中,
B J Hoskins[11],D A Bennetts 等[12],陆汉城等[1] 采用

大气线性波动的分析方法,得出对称不稳定的判据。
不少气象学家利用“气块法冶也得到对称不稳定的判

据[13-16]。 这两类不稳定判据的表达式是相同的,即等

熵面坡度大于等绝对动量面的坡度,似乎表明对称不

稳定与惯性重力内波不稳定是相互对等的。 对称不稳

定理论被广泛运用于解释中纬度的带状降雨[17-25]。
对称不稳定判据的普及应用性远大于惯性重力内波不

稳定,但这个不稳定的判据,只有当波动或扰动的频率

为最小时才成立。 但对称不稳定和惯性重力内波不稳

定的判据,都只是在设定波动频率或振动(扰动)频率

最小时推导出来的,且这个最小频率在波动等位相

面[1,9-12]为特定值时才具有。
大气中惯性重力波具有比较宽的频谱。 在斜压大

气中,为了解惯性重力内波的频率方程、任意频率的惯

性重力内波,其稳定性及判据等,本文采用标准的正交

模方法,着重分析斜压大气中任意频率的惯性重力内

波的稳定性,得到相应的波动不稳定性及其判据,以期

更合理地应用在带状云系和降水发生发展的机理研究

和实际业务中。

1摇 斜压大气中的惯性重力内波

满足绝热、无摩擦的 Boussinesq 近似的大气运动

方程组,可用于描述惯性重力内波[1,9-10,13-15,26-27]:
du
dt = - 1

籽
鄣p
鄣x+f0v

dv
dt = - 1

籽
鄣p
鄣y-f0u

dw
dt = - 1

籽0

鄣p忆
鄣z +

g
兹0
兹忆

d兹忆
dt +w

d軃兹
dz =0

鄣u
鄣x+

鄣v
鄣y+

鄣w
鄣z =0

(1)

式中,u、v、w 表示空气块运动的 x、y、z 方向的速度分

量;p 是气压场,p忆是相对基本状态气压场 軃p 的偏差;籽



为空气密度,籽0 表示基本状态的空气密度的典型值,
为常数;兹忆= 兹-軃兹,兹忆是相对位温基本状态 軃兹 的偏差,兹0

表示基本状态的位温的典型值,为常数; f0 为地转参

数,对惯性重力内波可取为常数。 式(1)表明大气运

动是非静力平衡的。

1. 1摇 频率方程

假定斜压大气的基本气流为纬向的,即(軈u,軃v,軈w)=

(軈u(y,z),0,0),且满足地转平衡 軈u = - 1
f0

鄣
鄣y(

軃p
籽0

)和热

成风平衡 f0
鄣軈u
鄣z = - g

兹0

鄣軃兹
鄣y。

不失一般性,假定扰动只在 y鄄z 平面内,即与 x 无

关。 将式(1)线性化,得到描述波动的方程组:
鄣u忆
鄣t -( f0-

鄣軈u
鄣y)v忆+w忆

鄣軈u
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式中,(u忆,v忆,w忆)表示 x、y、z 方向的扰动速度分量。 令

F2以f0( f0 -
鄣軈u
鄣y),N

2以 g
兹0

鄣軃兹
鄣z,S

2以f0
鄣軈u
鄣z,F

2,N2 分别为惯

性振荡频率和浮力频率,且 N2 >0,即鄣軃兹
鄣z >0,表示环境

大气是层结稳定的,也称为静力稳定;F2 >0,在北半球

即( f0-
鄣軈u
鄣y) >0,表示大气是惯性稳定的。 利用基本状

态的热成风平衡关系,S2 = - g
兹0

鄣軃兹
鄣y,这表明基本状态的

流场分布与温度场分布存在限制性约束。
因为 Boussinesq 近似的大气运动满足大气不可压

缩性,根据数学和流体力学的相关理论,可引入流函数

追 表示扰动速度,即 v忆以鄣追
鄣z ,w忆以-鄣追鄣y 。

将用流函数表示的扰动速度代入式(2),消去其

他扰动量,仅保留流函数,得

摇 鄣2

鄣t2
(鄣

2追
鄣y2 +

鄣2追
鄣z2

)+N2 鄣2追
鄣y2 +F

2 鄣2追
鄣z2

+2S2 鄣2追
鄣y鄣z=0 (3)

对于“无界冶 大气,可设波动的形式解为 追 =
Aei( ly+mz-棕t),棕、l、m 分别表示惯性重力内波的频率、y 方

向的波数、z 方向的波数。 代入式(3)进一步运算得斜

压大气中惯性重力内波的频率方程

棕2 =N
2 l2+F2m2+2S2 lm

l2+m2 (4)

由式(4)可知,如果惯性重力内波只在 y 或 z 方向传

播,即 m以0 或 l以0,则式(4)蜕变为浮力振荡或惯性

振荡,显然式(4)作为惯性重力内波的频率方程,l、m
均不等于零。 惯性重力内波的最小、最大频率分别

为[1,9-10,13]

摇
棕2

min =
1
2 (N2+F2)- 4S4+(N2-F2)[ ]2{ }

1
2 ~ F2

棕2
max =

1
2 (N2+F2)+ 4S4+(N2-F2)[ ]2{ }

1
2 ~ N2

(5)

1. 2摇 相速与群速

令 K2以l2+m2,K 表示二维波动的波数,軋K以l軆j+m軆k。
波动的相速为

摇 摇 軋C以 棕
K2

軋K= 依(N
2 l2+F2m2+2S2 lm)

1
2

( l2+m2)
3
2

( l軆j+m軆k) (6)

其中 軆j,軆k 分别表示 y、z 方向的单位矢。
波动的群速:

摇 軋Cg =Cgy
軆j+Cgz

軆k

摇 Cgy以
鄣棕
鄣l = 依 m (N2-F2) lm-S2( l2-m2[ ])

( l2+m2)
3
2 (N2 l2+F2m2+2S2 lm)

1
2

摇 Cgz以
鄣棕
鄣m=芎 l (N2-F2) lm-S2( l2-m2[ ])

( l2+m2)
3
2 (N2 l2+F2m2+2S2 lm)

1
2

(7)

由式(6)、(7)可得

C
寅
·C

寅

g =0
在具有水平和垂直切变的基流中,惯性重力内波的传

播方向(相速度)与能量传播方向(群速度)相互垂直,
这一性质与不考虑基本气流的惯性重力内波的一致。

2摇 斜压大气中的惯性重力内波稳定性

由于惯性重力内波的波数 l、m 均不等于零。 令 渍
= ly+mz-棕t 表示波动的位相,当其等于常数时表示波

动等位相面。 则等位相面的倾斜率:

摇 摇 tg琢以驻z
驻y= - 鄣渍

鄣
æ

è
ç

ö

ø
÷

y / 鄣渍
鄣

æ

è
ç

ö

ø
÷

z = - l
m 摇 0臆琢臆仔 (8)

其中 琢 为等位相面与 y 轴正向的夹角。
根据惯性重力内波形成的原理,只有在层结稳定

N2>0 和惯性稳定 F2 >0 的环境大气中,惯性重力内波

才能形成,即一般 N2 l2 +F2m2 >0。 由式(4)可知,当
棕2>0时,惯性重力内波是稳定的;反之,惯性重力内波

是不稳定的。 因此,若 棕2<0,必须:
S2 lm<0 (9)

式(9)即是斜压大气中惯性重力内波不稳定的必要条
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件。
环境大气的风一般是随高度增大的,在北半球

S2>0,则惯性重力内波不稳定的必要条件可改写为

lm<0 (10)
由式(8)可知,式(10)可以改写为

tg琢>0 (11)

即仔
2 >琢>0,等位相面向北倾斜(图 1),波动向北(南)、

向下(上)传播。 当惯性重力内波的等位相面向南倾

斜时,波动是稳定的,波动向北(南)、向上(下)传播。

图 1摇 等位相面示意图(琢 是等位相面与 y 轴的夹角,

t0、t1 分别表示不同的时刻)

如果环境大气基本气流随高度减小时,在北半球

S2<0,则此时惯性重力内波不稳定的必要条件为

lm>0 或仔
2 <琢<仔 (12)

式(12)表明,风速随高度减小时,惯性重力内波不稳

定的必要条件是等位相面向南倾斜,波动向北(南)、
向上(下)传播。 多普勒天气雷达监测表明,有时低空

急流表现出“轴状冶的结构,即其下风速随高度增大、
而其上一定的层次内风速随高度减小,因此,当低空急

流呈“轴状冶结构时,其上的环境大气 S2<0。
一般情况下 N2>0,F2>0,由式(4)可知,斜压大气

中惯性重力内波不稳定的充分条件为

N2 l2+F2m2+2S2 lm<0 (13)
利用式(8),式(13)可改写为

N2 tg2琢-2S2 tg琢+F2<0摇 m2屹0 (14)
令

驻以S4-N2F2 (15)
由于 N2>0,因而当 驻>0,即 S4>N2F2 时,若

S2- 驻
N2 <tg琢<S

2+ 驻
N2 (16)

式(14)成立,即惯性重力内波不稳定;若 驻=0 或 驻<0
时,式(14)均无解,即无论波动等位相面如何倾斜,tg琢
为任何值,波动都是稳定的。

因此,无论环境基流是随高度增大或减小,斜压大

气中惯性重力内波不稳定的充分条件是环境大气满足

S4 >N2F2、且波动等位相面的倾斜度同时也须满足

S2- S4-N2F2

N2 <tg琢<S
2+ S4-N2F2

N2 。 在层结稳定、环境

大气 基 流 随 高 度 增 大 的 斜 压 大 气 中, F2

S2 >

S2- S4-N2F2

N2 、 F2

S2 屹 S2- S4-N2F2

N2 、 S2

N2 <

S2+ S4-N2F2

N2 ;在层结稳定、环境大气基流随高度减小

的斜压大气中,F
2

S2 <
S2+ S4-N2F2

N2 、F
2

S2 屹
S2- S4-N2F2

N2 、

S2

N2>
S2- S4-N2F2

N2 。

S2

N2、
F2

S2 可分别表示环境大气等位温面、等绝对动

量面的倾斜程度[1,11-16]。 由上述讨论可知,当环境大

气等位温面、等绝对动量面重合或等位温面的倾斜度

小于等绝对动量面的时,重力惯性内波是稳定的。 当

环境大气等位温面的倾斜度大于等绝对动量面时,若
环境大气基流随高度增大 S2>0,则重力惯性内波等位

相面 的 倾 斜 度 满 足 S2

N2 < tg琢 < S2+ S4-N2F2

N2 或

S2- S4-N2F2

N2 <tg琢<F
2

S2 时,波动是不稳定的;若环境大

气基流随高度减小 S2<0,则重力惯性内波等位相面的

倾斜度满足 S2

N2 >tg琢>S
2- S4-N2F2

N2 或S2+ S4-N2F2

N2 >

tg琢>F
2

S2 时,波动也是不稳定的。 由此进一步可知,如果

对称不稳定的判据完全等同于惯性重力内波不稳定的

判据,则并非气块斜升的路径只能位于环境大气等位

温面、等绝对动量面之间时才存在对称不稳定。
频率方程式(4)可改写为

棕2 =a-bcos2(琢-琢0) (17)
式中:

a以1
2 (N2+F2)

b以 S4+ 1
2 (N2-F2é

ë
êê

ù

û
úú)

2

= 1
2 (N2+F2)2+4(S4-N2F2)

tg2琢0以
2S2

(N2-F2)
(18)

其中,b 恒大于零。
一般 N2>F2。 若北半球的基本气流随高度增大,

S2>0,则 tg2琢0>0,琢0 的取值0 ~ 仔
4 。 若北半球某些区域出
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现基本气流随高度减小,S2<0,则 tg2琢0<0,
仔
4 <琢0<

仔
2 。

由式(17)可知,当(琢-琢0)=
仔
2 时,波动频率最大,

棕max
2 =a+b>0,波动恒为稳定的。 当 琢 = 琢0 时,波动频

率最小,棕min
2 =a-b,若 S4>N2F2,则 a<b,波动是不稳定

的。 此与很多气象学家的结论一致[1,9-10,13-16]。 须特

别注意的是,琢 = 琢0 时,波动频率最小;但波动的频率

最小时,并非一定是 琢=琢0。

对于任意频率的惯性重力内波,当-仔
4 <(琢-琢0)<

仔
4 ,

棕2 才有可能小于 0,即波动发生不稳定,可见对应于

琢=琢0的最小频率波动的不稳只是一个特例;当 仔
4 臆

(琢-琢0)臆
仔
2 或- 仔

2 臆(琢-琢0)臆- 仔
4 ,棕2 恒大于 0,即波

动稳定。 因此,任意频率惯性重力内波不稳定的充分

条件即判据比最小频率惯性重力内波不稳定的复杂,
不只是 S4>N2F2。 因此,在实际应用中,当环境状态条

件满足 N2F2 -S4 <0 时,带状云系和降水的发生发展,
不宜简单解释为在这样的环境中惯性重力内波强烈发

展或对称不稳定发生的结果。
若环境大气是层结不稳定的层结,N2<0,则令

D2以-N2>0 (19)
式(14)改写为

D2 tg2琢+2S2 tg琢-F2>0摇 m2屹0 (20)
设

軒驻以S4+D2F2 =S4-N2F2 (21)
当环境大气是惯性稳定的,F2 >0,可知 軒驻>0,即

S4>N2F2。 此时,若要式(20)成立,即惯性重力内波不

稳定, 必须是波动等位相面的倾斜度满足 tg琢 >

-S2+ 驻
~

-N2 ,或 tg琢<-S
2- 驻

~

-N2 ;否则,波动稳定。 当环境大

气是惯性不稳定的,F2 <0,若 S4 -N2F2 >0,则惯性重力

内波不稳定的充分条件依然是 tg琢>-S2+ 驻
~

-N2 ,或 tg琢<

-S2- 驻
~

-N2 ;若 S4 =N2F2,惯性重力内波不稳定的充分条

件是tg琢屹S2

N2,即波动的等位相面、环境大气的等熵面

和等绝对动量面三者不能重合;若 S4<N2F2,无论波动

的等位相面的倾斜度如何,波动都将是不稳定的。 可

见,环境大气层结不稳定时,对流所激发的惯性重力内

波的稳定性变化非常复杂,可能发生稳定,也可能发生

不稳定。

若环境斜压大气是中性层结,N2以0,惯性重力内

波变为纯惯性内波。 其稳定性的判据为

tg琢> F2

2S2 摇 m>0,m2屹0,S2>0 (22)

或

tg琢< F2

2S2 摇 m<0,m2屹0,S2>0 (23)

若环境大气基本气流随高度减小,S2 <0,则此惯性内

波恒稳。
若不考虑基流的垂直切变,S2以0,表示环境大气是

正压的或正好位于急流轴上,由式(15)知 驻 = -N2F2。

此时惯性重力内波频率方程为 棕2 = N2k2+F2m2

l2+m2 。 这

样,惯性重力内波不稳定的充要条件为 N2 l2+F2m2<0。

若不考虑基流的水平切变,鄣軈u鄣y以0,此时惯性重力

内波频率方程的形式类似于式(4),只是用 f20 替代

F2,相应的惯性重力内波稳定性类似于前述讨论。
若不考虑地球自转作用,F2以0,惯性重力内波变

为纯重力内波,其稳定性的判据为

tg琢>2S
2

N2 摇 l>0,m2屹0 (24)

或

tg琢<2S
2

N2 摇 l<0,m2屹0 (25)

3摇 静力平衡的影响

由物理机制可知,只有大气出现不断变化的水平

辐散、辐合作用,使得气块在铅直方向出现上下运动并

随时间变化,才可形成惯性重力内波[13-15,26-27]。

若假定大气扰动满足静力平衡,即鄣p忆
鄣z =

g
兹0
兹忆,则式(2)

改写为

摇 摇 摇 摇 摇 鄣u忆
鄣t -( f-

鄣軈u
鄣y)v忆+w忆

鄣軈u
鄣z =0

摇 摇 摇 摇 摇 鄣v忆
鄣t +fu忆+

鄣p忆
鄣y =0

摇 摇 摇 摇 摇 鄣w忆
鄣t =0 (26)

摇 摇 摇 摇 摇 鄣兹忆
鄣t +v忆

鄣軃兹
鄣y+w忆

鄣軃兹
鄣z =0

摇 摇 摇 摇 摇 鄣v忆
鄣y +

鄣w忆
鄣z =0

由式(18)可得

鄣
鄣t

鄣v忆
鄣

æ

è
ç

ö

ø
÷

y =0 (27)

137第 6 期摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 吴摇 洪,等:斜压大气中任意频率惯性重力内波不稳定的判据



式(27)与式(26)中的第 3 个方程分别表示扰动的水

平散度不随时间变化、气块的铅直运动不随时间变化,
这直接破坏了惯性重力内波形成的物理机制,即大气

中不能形成惯性重力内波,也就不存在该波动的稳定

性。 因此,在 Boussinesq 近似的大气运动方程组中不

能采用静力平衡条件。

4摇 结论

利用绝热、无摩擦、Boussinesq 近似的大气运动方

程组,采用小扰动法和正交模法,得到斜压大气中惯性

重力内波的频率方程,着重分析、讨论任意频率惯性重

力内波的稳定性。 主要结论如下:
(1)当大气是层结稳定、惯性稳定,且基本气流随

高度增大时,惯性重力内波不稳定的必要条件是等位

相面向北倾斜;若基本气流随高度减小,惯性重力内波

不稳定的必要条件是等位相面向南倾斜。
(2)当大气是层结稳定、惯性稳定,惯性重力内波不

稳定的充分条件是环境大气的 S4>N2F2、且惯性重力内波

等位相面的倾斜度位于(S
2- S4-N2F2

N2 ,S
2+ S4-N2F2

N2 )

之间。
(3)对于层结稳定、惯性稳定的环境大气,若 S4>N2F2,

当环境大气的基流随高度增大时,S
2- S4-N2F2

N2 <F
2

S2

和S2+ S4-N2F2

N2 >S
2

N2;当环境大气的基流随高度减小

时,S
2+ S4-N2F2

N2 >F
2

S2 和
S2- S4-N2F2

N2 <S
2

N2。

(4)当大气是层结不稳定时,若惯性稳定,则惯性

重力内波不稳定的充分条件是 S4>N2F2、且波动位相面

的倾斜度 tg琢>-S
2+ S4-N2F2

-N2 ,或 tg琢<-S
2- S4-N2F2

-N2 。

(5)当大气是层结不稳定时,若惯性也是不稳定

的,惯性重力内波不稳定的充分条件分别是 S4>N2F2、

且波动位相面的倾斜度 tg琢>-S
2+ S4-N2F2

-N2 ,或 tg琢<

-S2- S4-N2F2

-N2 ;或 S4 =N2F2、且 tg琢屹S2

N2;或 S4-N2F2<0。

(6)用 Boussinesq 近似的大气运动方程组讨论惯性

重力波或重力波或惯性波时,不能采用静力平衡条件。
可见,在基流、基本温度场分布不同的环境大气

中,任意频率惯性重力内波的不稳定判据呈多种不同

的表达式,相当复杂,并不仅是 N2F2-S4<0。 波动的等

位相面倾斜度高于环境等位温面(线)的倾斜度或低

于环境等绝对动量面(线)的倾斜度,波动也能发生不

稳定。 波动振动或气块的斜升路径方向、等位相面倾

斜角度等于某个特定的值 tg2琢 = 2S2

(N2-F2)
时,波动的

频率最小,但波动的频率最小时,等位相面倾斜角度并

不一定满足这个特定值。 因此,仅分析环境大气的等

位温面、等绝对动量面的倾斜度,就判断惯性重力内波

会发生强烈发展或发生对称不稳定,从而引发对流性

带状云系和降水的发生发展,这样的结论相当不严谨。
本文只是从理论上讨论斜压大气中惯性重力内波

不稳定的判据,在实际中如何应用,乃是今后进一步研

究工作的方向。
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Unstable Criterion about the Internal Inertial Gravity Wave with
Any Frequency in the Baroclinic Atmosphere

WU Hong1,摇 NIU Ning1,摇 DOU Jinghua2

摇 摇 (1. China Meteorological Administration Training Center,Beijing 100081,China;2. Hebei Sub鄄center of China Meteorological Adminis鄄
tration Training Center,Baoding 071000,China)

Abstract:To analyze the stability of the internal inertial gravity wave with any frequency in the baroclinic atmosphere,
this paper the sufficient condition of the instability about the wave is discussed with the emphasis on which is the unsta鄄
ble criterion, by the equations with Boussinesq approximation and non鄄hydrostatic balance and the method of normal
mode. The main results show that when the basic flow increases with height, the necessary condition of the instability of
the wave is that the slope of the constant phase line of the wave is slanted towards north. While the basic flow decreases
with height, the necessary condition of the instability is that the wave is slant towards south. It is the sufficient condition
of the instability about the internal inertial gravity wave that not only there is S4-N2F2>0 about the atmosphere, but also

the slope of the phase line of the internal inertial gravity wave is greater than S2- S4-N2F2

N2 and less than

S2+ S4-N2F2

N2 in the baroclinic atmosphere when the atmosphere is the stable of stratification. If S4 >N2F2 is greater

than zero, the S2- S4-N2F2

N2 is less than the slope of constant absolute momentum, and the S2+ S4-N2F2

N2 is greater

than the slope of the equipotential temperature when there are the stable of stratification and inertial stable in the ba鄄
roclinic atmosphere.
Keywords:internal inertial gravity wave;stability;symmetric instability;baroclinic atmosphere
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